
國立臺灣海洋大學河海工程學系 2026 工程數學(二) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 有一平面過 A、B、C 三點，其座標分別為 , 與 ，試問: )0,0,0( )1,1,1( )3,2,1(

  (1) 此平面方程式為何? (3%) 

  (2) A、B、C 三點所建構之三角形各頂點的角度為何? (6%) 

  (3) 此平面的單位法線向量為何? (3%) 

  (4) 的面積為何? (3%) ABC
  (5) 平面外一點 P 到此平面之最短距離 d 為何? (3%) )3,1,1(

  (6) 、A B 、 與 P 點所構成之四面體體積 V 為何? (3%) C

 

2. 給一純量函數 22 86
1

),,( yx
z

zyxf  與一橢球曲面 ，試回答 632 222  zyx

  下列問題: 

  (1) 橢球曲面上點 處的向外單位法向量。(5%) )1,1,1(P

  (2) 純量函數 f 在點 P 處沿向外法線方向的方向導數。(5%) 

 

3. 已知 , yzxzf  kzjxyiyA


2222 2)(  ，試求: 

  (1)  (2)  (3) )(2 fxz )( f A


  (4) )( A


  (5) )( A


  (15%) 

 

4. (1) 若向量場 ky
z

x
jzByizAxF


)(ln 3

2
2  為保守場，則實數 A、B 分別為 

     何? (5%) 

  (2) 令 C 為由 到 的線段，試求)1,1,1( )1,2,2( dzy
z

x
zdyydxzx

C
)(2ln2 3

2
2  之 

     值。 (5%) 
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5. 給ㄧ擺線如下圖。 r jtaittat
 

)cos1()sin()(  ，其中 且0a 20  t  

  (1) 試計算擺線之弧長。 (6%) 

  (2) 給定 與 ，試由格林定理來求擺線與 x 軸所交之面積。 (6%) yP  xQ 
  (3) 試求在 t 之曲率 。 (6%) 

y  

 

 

 

 

 

 

2a 

x
a2



6. 已知場 kyzjxziyF


23  ，曲面 為 之部分與 ， 1S 1,22  zyxz 1:2 zS

  為 、 之交線，試問: 1S 2S

  (1) 試畫出 之圖形，並標出 、 與1S 1S 2S 。 (4%) 

  (2) F

是否為保守場? 請說明之。 (2%)  

  (3)  S1上的單位法向量  (4%) ?n


  (4) ?)(  dSnF


 (4%) 

  (5)  (4%) ? rdF


  (6) ?)(
1


S

dAnF


 (4%) 

  (7) ?)(
2


S

dAnF


 (4%) 

 

 

Hint: 

Gauss 散度定理:   dAnFdVF


 (3D)    dsnFdAF


 (2D) 

格林定理:  






 dxdy
y

P

x

Q
dyQdxP )(  

Stokes 旋度定理:   rdFdAnF


)(  

曲率: 
2

3

2

3
2 )]()([

)()(

]))((1[

)(

trtr

trtr

xy

xy















    扭率: 
ds

sNsTd ))()((



  

二倍角公式: 
2

2cos1
cos2  

 , 
2

2cos1
sin 2  

  

四面體體積: hAV 03

1
 , 圓錐體積體積: hAV 03

1
  ( : 底面積; h: 高) 0A

球座標:  cossinrx  ,  sinsinry  , cosrz   

微小球面面積   ( ddrdA sin2  :俯仰角;  :水平角) 

Lagrange 恆等式: 2)())(( BABBAABA


  
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 [參考解答] 

1. 有一平面過 A、B、C 三點，其座標分別為 , 與 ，試問: )0,0,0( )1,1,1( )3,2,1(

  (1) 此平面方程式為何? (3%) 

  (2) A、B、C 三點所建構之三角形各頂點的角度為何? (6%) 

  (3) 此平面的單位法線向量為何? (3%) 

  (4) 的面積為何? (3%) ABC
  (5) 平面外一點 P 到此平面之最短距離 d 為何? (3%) )3,1,1(

  (6) 、A B 、 與 P 點所構成之四面體體積 V 為何? (3%) C

  (1) )1,1,1(AB ， )3,2,1(AC ， )2,1,0(BC  

     法向量為 kji

kji

ACAB




 2

321

111  

     平面上任一點 R 且 ),,( zyx )( ACABOR   

      0)(  ACABOR   02  zyx  

  (2) 
42

6
cos 




ACAB

ACAB     21.22)rad(3876.0)
42

6
(cos 1  

     
15

3
cos







BCBA

BCBA   


  77.140)rad(4569.2)
15

3
(cos 1  

     
70

8
cos 




CBCA

CBCA     02.17)rad(2971.0)
70

8
(cos 1  

  (3) 單位法向量 
6

2 kji

ACAB

ACAB
n


 





  

  (4) 
2

6

2

1
 ACABABC  

  (5) )3,1,1(AP 投影到平面法線方向之距離，即為最短距離 d 

      
6

2
 nAPd


 

  (6) 
3

1

321

111

311

6

1
)(

6

1
 ACABAPV  
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2. 給一純量函數 22 86
1

),,( yx
z

zyxf  與一橢球曲面 ，試回答 632 222  zyx

  下列問題: 

  (1) 橢球曲面上點 處的向外單位法向量。(5%) )1,1,1(P

  (2) 純量函數 f 在點 P 處沿向外法線方向的方向導數。(5%) 

 

  (1) 令  632 222  zyx

     kzjyixk
z

j
y

i
x


264 













  

     kji


264
)1,1,1(

  

     
14

32

56

264 kjikji
n


 












 

  (2) kyx
z

j
yxz

y
i

yxz

x
f


22

22222
86

1

862

16

862

12






  

     
7

11
1

14

24

14

12

14

32
)14

14

8

14

6
(

)1,1,1(





kji
kjinf




 

 

3. 已知 , yzxzf  kzjxyiyA


2222 2)(  ，試求: 

  (1)  (2)  (3) )(2 fxz )( f A


  (4) )( A


  (5) )( A


  (15%) 

 

  (1) 
2

2222

2

2222

2

2222
2 )()()(

)(
z

xyzzx

y

xyzzx

x

xyzzx
fxz












   

              xyzx 222 22 

  (2) 0
)()()(

)(
2

2

2

2

2

2
2 













z

yzxz

y

yzxz

x

yzxz
ff   

  (3) kyx

zxyy
zyx

kji

A





)(2

2 2222













   

  (4) )
)2()()(

()(
2222

z

z

y

xy

x

y
A















 

             )42( zy   

             kj


42   

  (5) 0)(  A


 

     任何旋轉場不具有發散性 
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4. (1) 若向量場 ky
z

x
jzByizAxF


)(ln 3

2
2  為保守場，則實數 A、B 分別為 

     何? (5%) 

  (2) 令 C 為由 到 的線段，試求)1,1,1( )1,2,2( dzy
z

x
zdyydxzx

C
)(2ln2 3

2
2  之 

     值。 (5%) 
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  (1) F

為保守場   0

ln 3
2

2














  

y
z

x
zByzAx

zyx

kji

F





                    00)
2

()3( 22  kj
z

x

z

Ax
iByy


 

                   ,  2A 3B  

  (2) C 為由 ( 到 ( 的線段  )1,1,1 )1,2,2

     可得 , , 1 tx 1 ty 1z   ( 10 t ) 

           dtdx  ,  , dtdy  0dz  

     dzy
z

x
zdyydxzx

C
)(2ln2 3

2
2  3

14
)1(2

1

0

2   dtt  

 

5. 給ㄧ擺線如下圖。 r jtaittat
 

)cos1()sin()(  ，其中 a 且0 2 t0  

  (1) 試計算擺線之弧長。 (6%) 

  (2) 給定 與 ，試由格林定理來求擺線與 x 軸所交之面積。 (6%) yP  xQ 
  (3) 試求在 t 之曲率 。 (6%) 

y  

 

 

 

 

 

 

  (1) r jtaittajyixt


)cos1()sin()(   

      )sin( ttax    dttadx )cos1(   

        )cos1( tay    dttady sin  

     dt
dt

dy

dt

dx
dydxrddsS   2222 )()(


 

2a 

x
a2



        
2

0

22 )(sin)cos1( dttta  

        
2

0
cos22 dtta  

       
2

0 2
sin2 dt

t
a  

       
2

02
cos4

t
a   

        a8

 

  (2) Adxdyxdyydx 22     

      xdyydxA
2

1
 

        ]sin)sin()cos1()cos1([
2

1 0

2 


tdtattadttata  

         
0

2

22
2

)sinsincoscos21(
2 

dtttttt
a

 

         
0

2

2

)sincos22(
2 

dtttt
a

 

        
0

2

2

)sincossin22(
2 

ttttt
a

  

        )24(
2

2

 
a

 

         23 a
 

   (3)  jyixtr
  )(


       jyixtr  )(

      
2

3
222

3

])()[()]()([

)()(

yx

yxyx

trtr

trtr















  

        )sin( ttax  )cos1( ta
dt

dx
x    ta

dt

xd
x sin

2

2

  

        )cos1( tay  ta
dt

dy
y sin   ta

dt

yd
y cos

2

2

  

      
2

3
22 ])()[( yx

yxyx






2

3
2222 ]sin)cos1([

sinsincos)cos1(

tata

tatatata




  
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2

3
3

2

)cos22(

)cos1(

ta

ta




  

2

1

)cos1(22

1

ta 
  

      將 t 代入，可得 
a4

1
  
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6. 已知場 kyzjxziyF


23  ，曲面 為 之部分與 ， 1S 1,22  zyxz 1:2 zS

  為 、 之交線，試問:  1S 2S

  (1) 試畫出 之圖形，並標出 、 與1S 1S 2S 。 (4%) 

  (2) F

是否為保守場? 請說明之。 (2%)  

  (3)  S1上的單位法向量  (4%) ?n


  (4) ?)(  dSnF


 (4%) 

  (5)  (4%) ? rdF


  (6) ?)(
1


S

dAnF


 (4%) 

  (7) ?)(
2


S

dAnF


 (4%) 

 

z   (1) 
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

x 

y 

 1 
2S

1S

1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  (2)  0)3()(

3

2

2













 kzizx

yzxzy
zyx

kji

F





 

      F

不為保守場 

  (3)  令  zyx  22

      
144

22
22 








yx

kjyix
n







 

 



  (4) Gauss 散度定理:   dVPdSnP


 

      令   FP


 0)(  FP


 (任何旋轉場不具有發散性) 

      因此 0)(  dSnF


 

  (5) 由線積分  


 dzyzdyxzdxyrdF 23


     令 cosx , siny , 1z   

  ddx sin ,  ddy cos , 0dz  

       


 dzyzdyxzdxyrdF 23


 




d]coscos)sin(sin3[
2

0
   

 



2

0

22 )cossin3( d  

4  

   (6) 4)(
1

 


rdFdAnF
S


 

   (7) 4)(
2

 


rdFdAnF
S


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