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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2024 工程數學(一) 期末考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            
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                                                                (10%) 

2. 已知兩矩陣























5310

6543

5432

4321

A ,





















0151413

1211109

8765

4321

B ,試求 ?)det( AB (10%) 

3. 令 23: RRT   為一線性轉換，使得 
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  (1) 試問: ?
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  (2) 試問 T 為何? (5%) 

4. 給定 


















5

3

5

2
5

2

5

3

A ，試問: ?lim 
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5. 已知


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
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
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140
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121

A ，試問: 

  (1) A的特徵方程為何? (3%) 

  (2) 試由 Cayley-Hamilton 定理求 ?3 25100  AA  (6%)                           

  (3) 若 rIqApAA  21 ，則 ?p , ?q , ?r  (6%) 

  (4) 試將 A 化為 Jordan form，即 1 PJPA   (6%) 

  (5) 試以 Jordan form 法計算 ?3 25100  AA   (6%) 

  (6) 若 11   PJPA ，則 ?J  (3%) 
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6. 佈於 4R 的三向量  Tx 00111  ,  Tx 11202  ,  Tx 02313   

   試請: (1) 根據此組向量找出正交單位向量集 321 yyy 。 (6%) 

         (2) 找出與 321 yyy 皆垂直之單位向量 4y 。 (4%) 

 

7. 給方程式 021545 2
221

2
1  xxxx ，試以二次式法(quadratic form)將之轉 

換至主軸，即將舊座標向量 ][ 21 xxT x  轉換至新座標向量 ][ 21 yyT y ， 

試問: (1) 其轉換矩陣為何? (6%)  

     (2) 此方程代表何種圓錐曲線? (2%)  

     (3) 2
221

2
1 545 xxxxQ   為何種型式二次式? (2%) 

         (正定、負定或是不定型) 

 

8. 試解下述聯立微分方程  
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參考解答:  

1. 已知 








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




cb

aA 2

1
是一個單位正交矩陣，並且 0a 與 0b ，試求 a ,b , c之值。 

                                                                (10%) 

   A 是單位正交矩陣，且 0a 與 0b  
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       0
2

1
 bca    ...... (2) 

         122  ca    ...... (3) 

   由第(1)式可得 
2

3
b   ( 0b ，故取正值) 

   代入第(2)式可得 ca 3   

   代入第(3)式可得 
2

1
c  

   由於 0a  故可知 
2

1
c     
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3
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2
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2

3
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1
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


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    )det(B 不用算 

    0)det()det()det(  BAAB  
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4. 給定 
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5. 已知
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A ，試問: 

  (1) A的特徵方程為何? (3%) 

  (2) 試由 Cayley-Hamilton 定理求 ?3 25100  AA  (6%)                           

  (3) 若 rIqApAA  21 ，則 ?p , ?q , ?r  (6%) 

  (4) 試將 A 化為 Jordan form，即 1 PJPA   (6%) 

  (5) 試以 Jordan form 法計算 ?3 25100  AA   (6%) 

  (6) 若 11   PJPA ，則 ?J  (3%) 
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                                            0)1()1( 2    

                                            1,1,1    

 

  (2) 由 Cayley-Hamilton 定理可知 1)( 23  C  

                             IAAAAC  23)(  

     又 0)1( C , 0)1( C , 0)1( C  

     25100 3)( AAAf  rIqApAACAQ  2)()(  
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     由 1 可得 rqpf  2)1(   ... (1) 

     由 1 可得 rqpf  4)1(   ... (2) 

     微分可得  2499 75100)(  f  

                    qpCQCQ   2)()()()(  

     由 1 可得 qpf  225)1(   ... (3) 

     由(1)、(2)、(3)可得 14p , 3q , 13r  
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  (3) 023  IAAA  0)( 231   IAAAA   

                       IAAA   21  
       1p , 1q , 1r  
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     因為 2 個特徵值只對應到一個特徵向量，故須引入一條廣義特徵向量 
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6. 佈於 4R 的三向量  Tx 00111  ,  Tx 11202  ,  Tx 02313   

  試請: (1) 根據此組向量找出正交單位向量集 321 yyy 。 (6%) 

        (2) 找出與 321 yyy 皆垂直之單位向量 4y 。 (4%) 

  (1) 由 Gram-Schmidt 正交化法，取  T
x

x
y 0011

2

1
1

1
1   

  Tyxyxv 1111, 12122     T
v

v
y 1111

2

1
2

2
2   

      Tyxyyxyxv 1100,, 23213133     

      T
v

v
y 1100

2

1
3

3
3   

   (2) 令  Tyyyyy 4321
4   

      又 4y  與 1y , 2y , 3y  皆垂直 

      故可知 0, 14  yy   021  yy  ...(1) 

             0, 24  yy   04321  yyyy  ...(2) 

             0, 34  yy   043  yy  ...(3) 

      由(3)可得 tyy  34  

      代回(2)可得 tyy 221   ...(4) 

      由(1)、(4)可得 ty 1 , ty 2       
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7. 給方程式 021545 2
221

2
1  xxxx ，試以二次式法(quadratic form)將之轉 

換至主軸，即將舊座標向量 ][ 21 xxT x  轉換至新座標向量 ][ 21 yyT y ， 

試問: (1) 其轉換矩陣為何? (6%)  

     (2) 此方程代表何種圓錐曲線? (2%)  

     (3) 2
221

2
1 545 xxxxQ   為何種型式二次式? (2%) 

         (正定、負定或是不定型) 

  (1) 21545 2
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2
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  (2) 此為橢圓曲線 

  (3)  0,0 21    

      073545 2
2

2
1

2
221

2
1  yyxxxxQ   

     故為正定型二次式 
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8. 試解下述聯立微分方程  
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   可將聯立 ODE 變成下式 
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