
國立臺灣海洋大學河海工程學系 2024 工程數學(二) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

1. 求下列向量梯度、散度、旋度(gradient、divergence、curl)的計算。 

   , yxf 22 sincos  zyxg  , ],,[ xyzxyzv 


 

  (1)  (2)  (3) )( f )( f )( fg  (4) v


   (16%) 

 

2. 空間兩平面方程式分別為 542  zyx , 636  zyx 其所夾角度為何?  

                                                             (10%) 

3. 給一向量場 kyezjeyxiyxzyxF zz


)2()2(3),,( 322  ，試問 F

是否為 

  保守場? (5%)(是或否均須說明原因)。若已知 F


，試問為何? (5%)  
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4. 給ㄧ擺線如下圖。 r jtittt
 

)cos1()sin()(  ，其中 且0a 20  t  

  (1) 試計算 之弧長。 (5%) OD

  (2) 給定 與 ，試由格林定理來求擺線(yP  xQ  20 t )與 x 軸所交之面 

     積。 (5%) 

  (3) 試求在 D 點之單位切向量、單位法向量與曲率 。 (9%) 

 

 

5. 試驗證 Stokes 定理  
SC

dSnFrdF


)( 其中 kzjxyiyF


2)(   

  S 為球面 之部分並且法線方向指向球面外。(18%) 4,25)4( 222  zzyx

 

6. 試計算  ，其中 S 是由 , 
S

dAnF


222 9zyx  20  z 所構成之曲面且 

  kzyjxyixyxF


)4()
2

1
(sin2)2sin

2

1
( 2   (10%)  

 

 



7. 請參考下圖，並回答下列各題：  

  其中， kyjxzixF


2)2(  , 4321 SSSSS  , 

        321   

  (1) 為斜面 S4 上的單位法向量，試問: 4n


?4 n


並求斜面 S4 的方程式。 (4%) 
z   (2) 斜面 S4 的面積為何? (4%) 

  (3) ? dSnF


 (4%) 
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  (4) 請使用線積分計算 ? rdF


 (5%) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hint: 

Gauss 散度定理:   dAnFdVF


 (3D)    dsnFdAF


 (2D) 

格林定理:  






 dxdy
y

P

x

Q
dyQdxP )(  

Stokes 旋度定理:   rdFdAnF


)(  

曲率: 
2

3

2

3
2 )]()([

)()(

]))((1[

)(

trtr

trtr

xy

xy















    扭率: 
ds

sNsTd ))()((



  

二倍角公式: 
2

2cos1
cos2  

 , 
2

2cos1
sin 2  

  

四面體體積: hAV 03

1
 , 圓錐體積體積: hAV 03

1
  ( A : 底面積; h: 高) 0

球座標:  cossinrx  ,  sinsinry  , cosrz   

微小球面面積   ( ddrdA sin2  :俯仰角;  :水平角) 

 

 

C(0, 0, 2) 

S3 

A(1, 0, 0) 

B(0, 1, 0) 
S1 

S2 
1

(0, 0, 0) 

3  

2  3

3n


 

S4 

x 

y 

1n


2n


4n


 



參考解答: 

 

1. 求下列向量梯度、散度、旋度(gradient、divergence、curl)的計算。 

   , yxf 22 sincos  zyxg  , ],,[ xyzxyzv 


 

  (1)  (2)  (3) )( f )( f )( fg  (4) v


   (15%)   (108 中興土木甲) 

 

  (1) yx
y

f

x

f
ff 2cos22cos2)(

2

2

2

2
2 








  

  (2)   0)(  f

  (3) gffgfg  )(  

           ))(sin(cos)2sin2sin)(( 22 kjiyxjyixzyx


  

           iyxxzyx


)]sin(cos2sin)([ 22   

           jyxyzyx


)]sin(cos2sin)[( 22   

           kyx


)sin(cos 22   

  (4) 0











xyzxyz
zyx

kji

v




   

 

2. 空間兩平面方程式分別為 542  zyx , 636  zyx 其所夾角度為何?  

                                          (10%)   (105 中興土木丙) 

 

  平面: 542  zyx   法向量 )1,4,2(1 n


 

  平面:   法向量 636  zyx )3,6,1(2 n


 

  所夾角度為 
4621

25
cos

21

21








nn

nn




    

               55.143)(5054.2)
966

25
(cos 1 rad  

    45.36)
966

25
(cos 1            
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3. 給一向量場 kyezjeyxiyxzyxF zz


)2()2(3),,( 322  ，試問F

是否為 

  保守場? (5%)(是或否均須說明原因)。若已知 F


，試問為何? (5%)  

                                                      (107 交大土木丙) 

 

   0

223 322















zz yezeyxyx
zyx

kji

F




 

   此為無旋場亦為保守場 

    F





























z

z

yez
z

eyx
y

yx
x

2

2

3

3

22







   














),(

),(

),(

2

23

23

yxhyez

zxgyeyx

zyfyx

z

z





    Czyeyxzyx z  223),,(
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4. 給ㄧ擺線如下圖。 jtitttr
 

)cos1()sin()(  ，其中 且0a 20  t  

  (1) 試計算OD之弧長。 (6%) 

  (2) 給定 與 ，試由格林定理來求擺線(yP  xQ  20 t )與 x 軸所交之面 

     積。 (6%) 

  (3) 試求在 D 點之單位切向量、單位法向量與曲率 。 (6%) 

 

  (1) jtittjyixtr


)cos1()sin()(   

        ttx sin dttdx )cos1(   

           ty cos1 dttdy sin

     由 )1,1
2

3
( 


D 可知，此點為
2

3
t  



      dt
dt

dy

dt

dx
dydxrddsSOD   2222 )()(


 

             2

3

0

22 )(sin)cos1(


dttt  

             2

3

0
cos22



dtt  

            2

3

0 2
sin2



dt
t

 

           
2

3

02
cos4



t
  

           224   

  (2) Adxdyxdyydx 22     

     xdyydxA
2

1
 

       ]sin)sin()cos1()cos1([
2

1 0

2 


tdtttdttt  

        
0

2

22 )sinsincoscos21(
2

1


dtttttt  

        
0

2
)sincos22(

2

1


dtttt  

       
0

2
)sincossin22(

2

1


ttttt   

       )24(
2

1    

       3  

   (3)  jyixtr
  )(


       jyixtr  )(

      
2

3
222

3

])()[()]()([

)()(

yx

yxyx

trtr

trtr















  

        ttx sin t
dt

dx
x cos1   t

dt

xd
x sin

2

2

  

        ty cos1 t
dt

dy
y sin   t

dt

yd
y cos

2

2

  

      
2

3
22 ])()[( yx

yxyx






2

3
22 ]sin)cos1[(

sinsincos)cos1(

tt

tttt




  
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2

3

)cos22(

)cos1(

t

t






2

1

)cos1(22

1

t
  

      將
2

3
t 代入，可得 

22

1
  

      單位切向量 ji
tt

jtit

tr

tr
t








2

1

2

1

)(sin)cos1(

sin)cos1(

)(

)(
22










  

      單位法向量 且朝向內 tn




        jin


2

1

2

1
  

 

5. 試驗證 Stokes 定理  
SC

dSnFrdF


)( 其中 kzjxyiyF


2)(   

  S 為球面 之部分並且法線方向指向球面外。(18%) 4,25)4( 222  zzyx

                                                       (110 成大土木) 

 
z 

 
9z

4z

S 

C 

 

 

 

 y 
 

 x 
 

   k

zxyy
zyx

kji

F





2

2













  

   S:  25)4( 222  zyx 22254 yxz   

      kyxjyixkzjyixyxr


)254(),( 22   

      dxdykj
yx

y
i

yx

x
dxdy

y

r

x

r
dSn )

2525
()(

2222


















  

        50)5()2()2()2()( 2  
xyS xyS

SdxdydSnF


      : S 投影到 x-y 平面面積 xyS
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      再來計算  
C

rdF

 

      曲線 C: , 2522  yx 4z   cos5 x  , sin5y  

      kjikzjyixr


4sin5cos5)(    

       djird )cos5sin5(


  

       



2

0
)cos5sin5(]16)cos5sin5(sin5[ djikjirdF

C


 

               



2

0

22 ])coscos(sin25sin25[ d

              



2

0
)2sin

2

25
25( d  

             50  

        
SC

dSnFrdF


)(  得證 

 

6. 試計算 ，其中 S 是由 ,  
S

dAnF


222 9zyx  20  z 所構成之曲面且 

  kzyjxyixyxF


)4()
2

1
(sin2)2sin

2

1
( 2   (10%) (108 交大土木) 

 
z 

 
6r

2 

x 

 

 

 

 

y  

 

 

 

  由散度定理可知  
VS

dVFdAnF )(


 

  
z

zy

y

xy

x

xyx
F















))4(())
2

1
(sin2()2sin

2

1
( 2


 

       )4()1sin2()2(cos 2 yxyx 
      )4()12cos1()2(cos yxyx   

       4

     9626
3

4
44)( 2   VdVdVF

VV


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7. 請參考下圖，並回答下列各題：  

  其中， kyjxzixF


2)2(  , 4321 SSSSS  , 

        321   

  (1) 為斜面 S4 上的單位法向量，試問: 4n


?4 n


並求斜面 S4 的方程式。 (4%) 
z   (2) 斜面 S4 的面積為何? (4%) 

  (3) ? dSnF


 (4%) 
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  (4) 請使用線積分計算 ? rdF


 (5%) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (1) )0,1,1()0,0,1()0,1,0( a


 

    )2,0,1()0,0,1()2,0,0( b


 

    )1,2,2(ba


 

    )
3

1
,

3

2
,

3

2
(

122

)1,2,2(
2224 









ba

ba
n 




 

    平面方程式為 0)
3

1
,

3

2
,

3

2
(),,1(  zyx 222  zyx  

 (2) 斜面 S4 的面積=
2

3

2

1
ba


 

    (3) 由 Gauss 散度定理: 
3

1
2

2

1

3

1
  dVdVFdSnF


 

    (4)    :1 1 xy yx  1   dxdy   ( 0z ) 

         :2 22  zy   yz 22    dydz 2  ( 0x ) 

         :3 22  zx   xz 22    dxdz 2  ( 0y ) 

         


321

rdFrdFrdFrdF


 

C(0, 0, 2) 

S3 

A(1, 0, 0) 

B(0, 1, 0) 
S1 

S2 
1

(0, 0, 0) 

3  

2  3

3n


 

S4 

x 

y 

1n


2n


4n


 



                 












3

21

2
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