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1. 已知 , 2222 zyxf  kyzixzu


 ，試求: 

  (1) )( uf


  (2)  (3) )( f )( f  (4) )( u


  (5) )( uu

  (15%) 

2. 已知三點成一平面 ,)1,5,2(P )2,1,3( Q , )4,2,2(R ，求: 

  (1) PQ與 PR夾角。 (4%) 

  (2) 此三點所組成三角形面積。 (4%) 

  (3) 若空間中出現第四點 為頂點，求三向量所夾之四面體OPQR體積。  )1,6,5(O

                                                                 (4%) 

3. 試求通過橢圓 1
4

1 22  yx 上一點 )
2

1
,2(P 的單位法向量與切線方程式。 

                                                             (10%) 

4. 給ㄧ星形線(astroid)或稱為四尖瓣線(tetracuspid)，其位置向量表示如下: 

           jtaitatr
 33 sincos)(  , 20  t  

   (1) 試計算星形線之周長。 (6%)  

   (2) 試以格林定理:  






 dxdy
y

f

x

g
dygdxf )( ，給定 與yf  g x 來 

      求星形線之面積。 (6%)  

   (3) 試求在點 )
4

(


tQ 之曲率 。 (6%) 

 

 

5. 試計算  
S

dAnF


)( ，其中 ),,( xzyzxF 


，曲面 S 為 , 4222  zyx 1z 。 

                                                                (10%) 



6. 請參考下圖，並回答下列各題：  

  其中， kyzjxyixzF


 , 4321 SSSSS  , 

        321   

F


  (1) 是否為保守場? 請說明之。 (5%) 

?4 n


  (2) 4n

為斜面 S4 上的單位法向量，試問: 並求斜面 S4 的方程式。 (5%) 

S4 的面積 (5%) 

  (4) 

  (3) 斜面 為何? 

? dSnF


 (5%) 

  (5) 請使用線積分計算 
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? rd F


 (5%) 

?  (6) 請計算 )(
4


S

dAnF


 (5%) 

?  (7) 請計算 )(
321


 SSS

dAnF


 (5%) 

A(2, 0, 0) 

B(0, 2, 0) 

C(0, 0, 2) 

S1 

S3 

S2 
1

(0, 0, 0) 

3  

2  3
 

 

 

 

 

 

 

 

Hint: 

Gauss 散度定理:   dAnFdVF


 (3D)    

  dsnFdAF


 (2D) 

格林定理:  






 dxdy
y

P

x

Q
dyQdxP )(  

Stokes 旋度定理:   rdFdAnF


)(  

曲率: 
2

3

2

3
2 )]()([

)()(

]))((1[

)(

trtr

trtr

xy

xy















    扭率: 
ds

sNsTd ))()((



  

二倍角公式: 
2

2cos1
cos2  

 , 
2

2cos1
sin 2  

  

四面體體積: hAV 03

1
 ,  ( : 底面積; h: 高) 0A

S4 

x 

y 

z 

3n


 

1n


2n


4n


 



參考解答: 

 

 

1. 已知 x   ku2222 zyf  , yzixz


 ，試求: 

 (1) )( uf


  (5) )( uu

 (4) )( u


 (2)  (3) )( f )( f  (15%) 

  (1) 

 
)()( ufufuf

  

)()2()()224( 222 yzzyxkyzixzkzjyix 


             

            2 2332222 2224 yzyyxzzyzxyzzx   
323222 236 yyxzzyyzzx               

2

2222

2

2222

2

2222
2 )2()2()2(

)(
z

zyx
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zyx

x

zyx
ff













  (2)   

            8224   

kzjyixf


224     (3) 

0

224

)( 











zyx
zyx

kji

f



       

  (4) jxiz
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yzxz
zyx

kji

u


















0

  0)(  u


 

   

     

2222 zyzxuu 


  (5) 

k
z

zyzx
j

y

zyzx
i

x

zyzx
uu















)()()(

)(
222222222222

 

kzyzxjyzixz


)22(22 2222              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. 已知三點成一平面 ,)1,5,2(P )2,1,3( Q , )4,2,2(R ，求: 

  (1) PQ與 PR夾角。 (4%) 

  (2) 此三點所組成三角形面積。 (4%) 

  (3) 若空間中出現第四點 為頂點，求三向量所夾之四面體OPQR體積。  )1,6,5(O

                                                                 (4%) 

  (1) kjiPQPQ


 6)1,5,2()2,1,3(  

     kjiPRPR


334)1,5,2()4,2,2(   

     cosPRPQPRPQ    )
3232

17
(cos)(cos 11  




PRPQ

PRPQ                           

                               )rad(77.61)rad(07816.1   

  (2) kjiPRPQ


27715   

     
2

1003

2

1
 PRPQPQR面積  

  (3) jiPOP


 3)1,5,2()1,6,5(O  

     52)27715()(3)(O  kjijiPRPQP


 

     
3

26
)(O

6

1
O  PRPQPPQR體積四面體  

 

 

3. 試求通過橢圓 1
4

1 22  yx 上一點 )
2

1
,2(P 的單位法向量與切線方程式。 

   令 1
4

1 22  yx  jyix


2
2

1
   ji

P


2

2

2
   

   又
2

10


P
 ，此即為單位向量 jin

P



5

2

5

1
   

   在切平面上任一點  ),( yxQ

   可知 0PQn


0])
2

1
()2[()

5

2

5

1
(  jyixji


 

                  0)
2

1
(

5

2
)2(

5

1
 yx  

                  222  yx  
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4. 給ㄧ星形線(astroid)或稱為四尖瓣線(tetracuspid)，其位置向量表示如下: 

           jtaitatr
 33 sincos)(  , 20  t  

   (1) 試計算星形線之周長。 (6%)  

   (2) 試以格林定理:  






 dxdy
y

f

x

g
dygdxf )( ，給定 與yf  xg  來 

      求星形線之面積。 (6%)  

   (3) 試求在點
4


t 之曲率 。 (6%) 

 

   (1) jtaitajyixr
 33 sincos   

      可知   







tay

tax
3

3

sin

cos














)(cossin3

)sin(cos3

2

2

tta
dt

dy

tta
dt

dx

 

     dt
dt

dy

dt

dx
dydxrddsS   2222 )()(


 

         2

0

2222 )sincos3()sincos3(4


dtttatta  

         2

0

4224 sincossincos12


dttttta  

       





 2

0

2222 )
2

2cos1
(cossin)

2

2cos1
(12



dt
t

tt
t

a  

         2

0

222 2cos)cos(sin22cos16


dttttta  

         2

0

2 2cos)2cos(22cos16


dtttta  

         2

0

2 2cos16


dtta  

        2

0
2sin6



dtta ata 62cos3 2
0




 

  (2) Adxdyxdyydx 22     

      xdyydxA
2

1
 

          2

0

2323 )](cossin3)(cos)sin(cos3)sin[(2


dtttatttata  

          2

0

24422 )sincossin(cos6


dttttta  
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 2

0

22222 ])
2

2cos1
(sincos)

2

2cos1
[(6



dt
t

tt
t

a  

          2

0

22 )2cos1(
2

3 

dtta  

        


 2

0

2

2

4cos1

2

3 

dt
t
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        2

8

3
a  

   (3) t
tta

tta

dt

dx
dt

dy

dx

dy
y tan

)(cossin3

)sin(cos3
2

2





  

      
ttatta

t

dt

dx
dt

yd

dx

yd
y

sincos3

1

)sin(cos3

sec
42

2














  

      
t
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t
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xy
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2

3
2

4

2

3
2 sec

sincos3

1

])tan(1[

sincos3

1

]))((1[
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2
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1



  

      點 Q(
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5. 試計算  
S

dAnF


)( ，其中 ),,( xzyzxF 


，曲面 S 為 , 。 4222  zyx 1z

z  

 

 

 

 y 
 

 x 3r
 

 

    由 Stokes'定理   rdFdAnF


)(  

    在 C: 1z , 322  yx   cos3 , x sin3y  

                              ddx sin3 ,  ddy cos3  

     djijdyidxrd
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)cos3sin3(
 
  

    kjixzyzxF


 cos3sin3cos3),,(   

    0)cossin3cossin3()(
2

0
 


 drdFdAnF

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6. 請參考下圖，並回答下列各題：  

  其中， kyzjxyixzF


 , 4321 SSSSS  , 

        321   

F

是否為保守場? 請說明之。 (5%)   (1) 

  (2) 4n

為斜面 S4 上的單位法向量 ?4 n


，試問: 並求斜面 S4 的方程式。 (5%) 

S4 的面積 (5%) 

  (4) 

  (3) 斜面 為何? 

? dSnF


 (5%) 

  (5) 請使用線積分計算 
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? rd F


 (5%) 

?  (6) 請計算 )(
4


S

dAnF


 (5%) 

?  (7) 請計算 )(
321


 SSS

dAnF


 (5%) 

A(2, 0, 0) 

B(0, 2, 0) 

C(0, 0, 2) 

S1 

S3 

S2 
1

(0, 0, 0) 

3  

2  3
 

 

 

 

 

 

 

 

    (1) kyjxiz

yzxyxz
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      此為非保守場 
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    平面方程式為 0)
3

1
,

3

1
,

3

1
(),,2(  zyx 2 zyx  

 

S4 

x 

y 

z 

3n


 

1n


2n


4n


 



32
2

1
b

 
Filename: EMII-2023-mid01s.doc ~ by Y. T. Lee                                April 20, 2023 

  (3) 斜面 S4 的面積= a


 

Gauss散度定理: 
3

8
)22

3

1
(22   dVdVFdSnF


      (4) 由

     (5)  :1 2 yx xy  2 dxdy       ( 0z ) 

:2  2 zy   yz  2    dydz   ( 0x )         

             dxdz   ( 0y ):3  2 zx xz  2  

          rdF


 


321

rdFrdFrdF


 

                

 

 


321

yzdzxzdxyzdzxydyxydyxzdx  

4

)2()2()2(
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2

0



  dxxxdyyydxxx
2

4)(
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rdFdAnF

S


      (6) 由 Stokes 旋度定理: 

: 4)(
321

  


rdFdAnF
SSS


      (7) 由 Stokes 旋度定理

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


