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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2022 工程數學(一) 第二次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 給ㄧ單自由度振動系統，其控制方程式為 )(tfkyycym   ，已知相關參數  

   如下表所示，試問其所對應之位移圖為何? (12%) 

 系統參數 外力 初始條件 位移圖

(1) 1m , 3c , 2k  0)( tf  5)0( y , 20)0( y   

(2) 1m , 3c , 2k  0)( tf  5)0( y , 10)0( y   

(3) 1m , 2.0c , 2k  0)( tf  5)0( y , 10)0( y   

(4) 1m , 0c , 2k  ttf 4cos)(   0)0( y , 0)0( y   

(5) 1m , 0c , 2k  ttf 2cos)(   0)0( y , 0)0( y   

(6) 1m , 0c , 2k  ttf 5.1cos)(   0)0( y , 0)0( y   

 

 

2. 給ㄧ非齊次線性微分方程如下: 

          xxbyxyaxxyx ln)()()(2   

  已知此微分方程的兩個補解為 x與 xx ln  

  (1) 試求常數a、b 為何? (4%) 

  (2) 以變數變換，令 xt ln ，則 )()( tYxy  ，試求轉換後以 )(tY 表示的微分方 

     程式。 (6%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (4%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (4%) 

  (5) 試將 )(tY 轉換回 )(xy 。 (4%) 
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3. 試求下述微分方程之通解  

  (1) xeyyyy  33  (10%) 

  (2) 
xex

yyy
3

1
2   (10%) 

  (3) 234)63()2( 2  xyyxyx 。 (10%) 

  (4) xxeyyxyx  2)2( 。 (10%) 

 

4. 已知微分方程式 02)1(2)2( 2  yyxyxx  

   (1) 試以 mxy 1 求一補解。 (3%)  

   (2) 試求另一補解。 (7%) 

 

5. 給一微分方程 tFtyty  cos)()( 2  ，其中 F 為常數且    

(1) 試求此微分方程之補解 ?)( tyh  (3%) 

(2) 試求 Wronskian，即 ?),( 21 yyW  (2%) 

  (3) 試求微分方程之通解 ?)( ty  (5%) 

  (4) 若給初始條件 0)0( y 與 0)0( y ，則 ?)( ty  (3%) 

  (5) 當   時，則 ?)(lim 


ty


 (3%) 
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參考解答:  

 

1. 給ㄧ單自由度振動系統，其控制方程式為 )(tfkyycym   ，已知相關參數  

   如下表所示，試問其所對應之位移圖為何? (12%) 

 系統參數 外力 初始條件 位移圖

(1) 1m , 3c , 2k  0)( tf  5)0( y , 20)0( y  (d) 

(2) 1m , 3c , 2k  0)( tf  5)0( y , 10)0( y  (a) 

(3) 1m , 2.0c , 2k  0)( tf  5)0( y , 10)0( y  (f) 

(4) 1m , 0c , 2k  ttf 4cos)(   0)0( y , 0)0( y  (c) 

(5) 1m , 0c , 2k  ttf 2cos)(   0)0( y , 0)0( y  (e) 

(6) 1m , 0c , 2k  ttf 5.1cos)(   0)0( y , 0)0( y  (b) 

 

 

 

2. 給ㄧ非齊次線性微分方程如下: 

          xxbyxyaxxyx ln)()()(2   

  已知此微分方程的兩個補解為 x 與 xx ln  

  (1) 試求常數 a、b 為何? (4%) 

  (2) 以變數變換，令 xt ln ，則 )()( tYxy  ，試求轉換後以 )(tY 表示的微分方 

     程式。 (6%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (4%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (4%) 

  (5) 試將 )(tY 轉換回 )(xy 。 (4%) 
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(1)  a、b 為常數 

      可知此為 Euler-Cauchy ODE 

     又 x與 xx ln 為此微分方程的 2 個補解 ( 1m 重根) 

     故可知此 ODE 之特徵方程為 0)1( 2 m  

      2)1()1(  mbammm  

     12)1( 22  mmbmam  

     比較係數後可得 1a  與 1b  

     可知此 ODE 為 xxyxyxxyx ln)()()(2       

  (2) 令 xt ln  tex   

       )()()( tYeyxy t   

      )(
1)()()(

)( tY
xdt

tdY

dx

dt

dx

tdY

dx

xdy
xy   

      )(
1

)(
1)(1

)(
1

))(
1

(
)(

)(
222

tY
x

tY
xdx

tYd

x
tY

x
tY

xdx

d

dx

xyd
xy 





  

      將 )(xy 與 )(xy  代回 ODE 可得    

      ttYtY
x

xtY
x

tY
x

x 



  )()(

1
)(

1
)(

1
22

2   

    ttYtYtY  )()(2)(  

  (3)  此為常係數 ODE 

       令 xey   代入 ODE 可得 

         0)12( 2  xe  

       0122    
       1,1   (重根) 

        tececY tt
h  21  

  (4) 由待定係數法，令 BAtYP  代回 ODE 可得 

     tBAtA  2   1 A 、 2B  

      2 tYP  

  (5) 2)()()( 21  ttecectYtYtY tt
ph  

   2lnln)( 21  xxxcxcxy  
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3. 試求下述微分方程之通解  

  (1) xeyyyy  33  (10%) 

  (2) 
xex

yyy
3

1
2   (10%) 

  (3) 234)63()2( 2  xyyxyx 。 (10%) 

  (4) xxeyyxyx  2)2( 。 (10%) 

 

  (1) 求補解 

      此為常係數 ODE 

      令 xey   代入 ODE 可得 

        0)133( 23  xe  

      0)1( 3    

      1,1,1    

       )( 2
321 xcxccey x

h    

     由待定係數法求特解 

令 x
p eAxy  3   x

p exxAy  )3( 23  

x
p exxxAy  )66( 23  

x
p exxxAy  )6189( 23   代入 ODE 可得 

     
xx

xxx

eeAx

exxAexxxAexxxA







3

232323 )3(3)66(3)6189(
 

    
6

1
 A  

     x
p exy  3

6

1
 

    xx
ph exxcxcceyyy   32

321 6

1
)(  

 

  (2) 求補解 

      此為常係數 ODE 

      令 xey   代入 ODE 可得 

        0)12( 2  xe  

      0)1( 2    

      1,1    

       xx
h xececy   21  
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     x

xxx

xx

e
xeee

xee

yy

yy
W 2

21

21 










  

令其特解 xx
p xeueuyuyuxy   212211)(  代回 ODE 後可得 

22

3
2

2

1

1
1
0

)(

0

xe

xee
ex

xe

W

yxf

y

u
x

xx
x

x







 





  
x

u
1

1   

32

331

1

2

1
1
0

1
0

xe
ex

e

e

W
ex

y

y

u
x

x
x

x

x







 





 
22 2

1

x
u   

 xx
p xeueuxy   21)( xxx e

x
xe

x
e

x
 

2

1

2

11
2

 

通解 xxx
ph e

x
xececxyxyy  

2

1
)()( 21  

 

  (3) 234)63()2( 2  xyyxyx  

      令 2 xt    )(
)()(

tY
dt

tdY

dx

dt

dx

xdy   

 )(
)()()(

2

2

tY
dt

tYd

dx

dt

dx

xdy

dx

d

dx

xyd 








  

      234)63()2( 2  xyyxyx  43432  tYYtYt  

    令 tz ln  zet    )(
1)()(

zG
tdz

zdG

dt

dz

dt

tdY   

 )]()([
1)(1

)(
1)(

222

2

zGzG
tdz

zGd

dt

dz

t
zG

tdt

tYd 


  

      43432  tYYtYt  4344  zeGGG  

      令 zeG   0442     2,2   

       zz
h zececzG 2

2
2

1)(   

    令 baeG z
p   代回 ODE 可得 3a , 1b  

 13)()()( 2
2

2
1  zzz

ph ezececzGzGzG  

       13ln)( 2
2

2
1  tttctctY  

532ln)2()2()( 2
2

2
1  xxxcxcxy  
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 (4) xxeyyxyx  2)2(        

      令 xa 2 , 21  xa , 10 a  

  由判斷式: 0012  aaa  可知此為正合式 

      ])()([)2( 01 yxbyxb
dx

d
yyxyx     

    yyxyxyxbxbxbyxb  )2()()]()([)( 0011   

    xb  1 , 10  xb  

        xxeyxyx
dx

d
yyxyx  2])1([)2(  

         122)1( cexeyxyx xx       此為一階線性 ODE 

  
x

ce
x

ey
x

x
y xx 12

2
1

1


   

  積分因子: xxx
dx

x

x

xeee  


)ln(
1

  

  同乘積分因子: xxx ecxyxeyxe 122)1(   

                     xx ecxyxe
dx

d
122)(   

                     21
2 2 cecxxyxe xx   

                     
x

e
c

x
cexey

x
xx


  21

1
2  

 

4. 已知微分方程式 02)1(2)2( 2  yyxyxx  

   (1) 試以 mxy 1 求一補解。 (3%)  

   (2) 試求另一補解。 (7%) 

 

(1) 02)1(2)2( 2  yyxyxx   

   令 mxy 1  代入 ODE 可得 

   02)1(2)2)(1( 122   mmm xxxmxxxmm  

0)2(2)23( 122  mm xmmxmm  

2 m  

   故可得一補解為 2
1 xy   

 

    (2) 令另一補解 12 vyy   112 yvyvy   

                           1112 2 yvyvyvy    

       代入 ODE: 02)1(2)2( 2  yyxyxx   

       可得 02))(1(2)2)(2( 111111
2  vyyvyvxyvyvyvxx  

          0))(1(2)2)(2( 111
2  yvxyvyvxx  

0)62()2( 2334  vxxvxx  

       令 vz   0
2

62
34

23





 z
xx

xx
z  dx

xx

x
dz

z 2

621
2 


  
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                               dx
xx

dz
z

)
2

13
(

1


  

                               1ln2lnln3ln cxxz   

                               
31

2

x

x
cz


  

                               )
21

(
321 xx

cv   

                               221 )
11

( c
xx

cv   

        2
23

2
21

2
2 )1()1( xcxcxcxcvvxy   

        另一補解為 )1( x  

 

5. 給一微分方程 tFtyty  cos)()( 2  ，其中、 、 F 為常數且    

(1) 試求此微分方程之補解 ?)( tyh  (3%) 

(2) 試求 Wronskian，即 ?),( 21 yyW  (2%) 

  (3) 試求微分方程之通解 ?)( ty  (5%) 

  (4) 若給初始條件 0)0( y 與 0)0( y ，則 ?)( ty  (3%) 

  (5) 當   時，則 ?)(lim 


ty


 (3%) 

 

 (1) )cos()()( 2 tFtyty    

     令 tey   0)( 22  te   i   

       tctcyh  sincos 21   

  (2) 令 ty cos1  , ty sin2   

      










tt

tt

yy

yy
W

cossin

sincos

21

21  

(3) 使用待定係數法來求其特解 

      令 tBtAy p  sincos   

         tBtAy p  cossin   

         tBtAy p  sincos 22    代回 ODE 後可得 

         tFtAtAtBtA  cos)sincos(sincos 222   

       tFtBtA  cossin)(cos)( 2222   

       0,
22




 B
F

A

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       t
F

y p 


cos
22 

  

       t
F

tctcyyy ph 


 cossincos
2221 

  

(4) 由 0)0( y  
221  


F

c  

        0)0( y  02  c  

       )cos(cos
22

tt
F

y 





  

(5) 當   時 

      t
tF

t
tF

tt
F

ty 






 

sin
2

sin
2

lim)cos(coslim)(lim
22











 

 

 


