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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2022 工程數學(一) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 輻射性原子核衰減率與標本內現有原子核個數成正比。在 1500 年內輻射性原 

  子核衰減成一半數量。若一開始原子核數量為 0)0( xx  。 

(1) 4500 年後，原始原子核尚殘留多少% ? (6%) 

(2) 最初的原子核殘留成 10%需要多少年? (請四捨五入取整數) (6%) 

( 01ln  , 693.02ln  , 303.210ln  ) 

2. 試以分離變數法求解下述微分方程式: 

   (1) 
1

1





yxxy

yxxy

dx

dy
, 0)0( y  (7%) 

   (2) 
1




xy

xy

dx

dy
, 5)5( y  (7%) 

   (3) 
xy

y
yyx

lnln 
  (7%) 

   (若無法直接使用分離變數法，則先變數變換法後，再用分離變數法求解) 

3. 已知微分方程式為 
xx

yx

dx

dy

ln

2 2 
  

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (2%) 並以一階線性法求解。(7%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(7%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

4. 已知微分方程式為 yxxyxy 123 )(   

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

5. 已知微分方程式為 2232 xyyxy  , 2)1( y  

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

(2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

6. 已知微分方程式為 0)(4 2  yyxy  

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

(2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

7. 試解下列各微分方程 

(1) 042cosh4)( 2  xyy  (8%) 

  (2) 02)( 2  xyyyx  (8%) 
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<參考解答> 

1. 輻射性原子核衰減率與標本內現有原子核個數成正比。在 1500 年內輻射性原 

  子核衰減成一半數量。若一開始原子核數量為 0)0( xx  。 

(1) 4500 年後，原始原子核尚殘留多少% ? (6%) 

(2) 最初的原子核殘留成 10%需要多少年? (請四捨五入取整數) (6%) 

     ( 01ln  , 693.02ln  , 303.210ln  ) 

  由題目可知其數學模式為 kx
dt

dx
  且 0k   

   ktCetx )(  

  又 0)0( xx    0xC    ktextx  0)(  

  且 02

1
)1500( xx    kexx 1500

002

1    
2

11500   ke   1500

1

)
2

1
( ke  

  (1) 0
3

0
)1500(3

0
4500

0 8

1
)

2

1
()4500( xxexexx kk    或 12.5% 

      原始原子核尚殘留 12.5% 

  (2) 010

1
)( xtx   00 10

1
xex kt    

10

1
)

2

1
( 1500 

t

  

                               )
10

1
ln()

2

1
ln(

1500


t
 

                               4985
2ln

10ln
1500  t (年) 

 

2. 試以分離變數法求解下述微分方程式: 

   (1) 
1

1





yxxy

yxxy

dx

dy
, 0)0( y  (7%) 

   (2) 
1




xy

xy

dx

dy
, 5)5( y  (7%) 

   (3) 
xy

y
yyx

lnln 
  (7%) 

 

   (1) 
)1)(1(

)1)(1(

)1()1(

)1()1(

1

1













yx

yx

yyx

yyx

yxxy

yxxy

dx

dy
 

     






 dx
x

x
dy

y

y

1

1

1

1
 

     



 dx

x
dy

y
)

1

2
1()

1

2
1(   

    Cxxyy  |1|ln2|1|ln2  

    又 0)0( y  0 C    

     |1|ln2|1|ln2  xxyy  
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   (2) 
1




xy

xy

dx

dy
, 5)5( y  

      令 xyu    1
dx

dy

dx

du
  代回 ODE 

      可得 
1

1



u

u

dx

du
  

1

1




udx

du
 

                          dxduu )1(  

                        Cxuu  2

2

1
 

                        Cxxyxy  )()(
2

1 2  

      又 5)5( y  5 C  

       5)()(
2

1 2  xxyxy  

 

   (3) 
xy

y
yyx

lnln 
   

x

y
x

y

x

y

dx

dy

ln
  

      令 
x

y
u    uxy    u

dx

du
x

dx

dy
  代回 ODE 

      可得 
u

u
uu

dx

du
x

ln
   

u

u

dx

du
x

ln
    

                              dx
x

du
u

u 1ln
 

                              dx
x

udu
1

)(ln)(ln  

                            Cxu  ln)(ln
2

1 2  

                            Cx
x

y
 ln)][ln(

2

1 2  
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3. 已知微分方程式為 
xx

yx

dx

dy

ln

2 2 
  

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (2%) 並以一階線性法求解。(7%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(7%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

  (1)  
xx

yx

dx

dy

ln

2 2 
   

x

x
y

xx
y

ln

2

ln

1
  

      此為一階線性微分方程式 

      積分因子 xeeee x
xd

x
dx

xx
dxxp

ln)ln(ln
)(ln

ln

1

ln

1
)(

  

      同乘積分因子後可得 xy
x

yx 2
1

)(ln    xxy
dx

d
2)ln(   

                                          Cxxy  2ln  

                             

  (2)  
xx

yx

dx

dy

ln

2 2 
   0)ln()2( 2  dyxxdxyx  

      令 yxM  22   1




y

M
 

         xxN ln    1ln 



 x
x

N
 

      由判斷式 
x

N

y

M








 可知，此為非正合 ODE 

      由 
xx

N

y

M

N

1
)(

1









 可知   為 )(x  

       dx
x

N

y

M

N
d )(

11











  dx
x

N

y

M

N
d  







 )(
11 


 

                                xdx
x

ln
1

ln    

                                
x

1
   

      同乘積分因子後可得 0)(ln)2(  dyxdx
x

y
x  

      由於此為正合 ODE 

      可知 
x

y
x

x
M 




 2


  )(ln2 yfxyx   

             x
y

N ln






  )(ln xgxy            

      比較後可得 Cxyxyx  ln),( 2  
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4. 已知微分方程式為 yxxyxy 123 )(   

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

 

  (1) yxxyxy 123 )(    5
5

23 21
xy

x

x
yxy 


  

     此為 Riccati ODE 

  (2) 非線性 

  (3) 由觀察得一解 xS   

     令 
V

x
V

Sy
11

   
21

V

V

dx

dy 
   代回 ODE 可得 

     5
5

23
2

)
1

(
21

)
1

(1 x
V

x
x

x

V
xx

V

V






  

  31
xV

x
V              此為一階線性 ODE    

    可知其積分因子為 xeee x
dx

x
dxxp

 ln
1

)(
  

    同乘積分因子後可得 4xVVx    4)( xxV
dx

d
  

                                   CxxV  5

5

1
 

                                   
x

CxV
1

5

1 4   

    

x
Cx

x
V

Sy
1

5

1
11

1
4 

   
x

Cx
xy

1

5

11 4 


  
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5. 已知微分方程式為 2232 xyyxy  , 2)1( y  

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

(2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

 

  (1) 2232 xyyxy    1

22

3  y
x

xyy      

此為 Bernoulli ODE 

  (2) 非線性 ODE 

  (3) 1

22

3  y
x

y
x

y    
22

3 2 x
y

x
yy   

     令 2yu   yyu  2   代回 ODE 可得 

     xu
x

u
2

1

2

3

2

1
    xu

x
u 

3
   此為一階線性 ODE 

     積分因子為 
3

ln3
3

)( 1

x
eee xdx

x
dxxp

 
  

     同乘積分因子後可得  
243

131

x
u

x
u

x
  

                          
23

1
)

1
(

x
u

xdx

d
  

                            dx
x

u
x

d
23

1
)

1
(  

                          C
x

u
x


11

3
 

                          322 Cxxy   

     2)1( y  5 C  

      232 5 xxy   
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6. 已知微分方程式為 0)(4 2  yyxy  

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

(2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

 

  (1) 0)(4 2  yyxy   2)(4 yyxy   

     此為 Clairaut ODE 

  (2) 屬於非線性 ODE 

  (3) 2)(4 yyxy   

     令 yp    24 pxpy   

     將兩邊對 x 微分可得 pppxpy  8   

                     pppxpp  8  

                     0)8(  ppx  

     由 0p   cpy   代回 2)(4 yyxy   

     可得 24cxcy   (通解) 

     由 08  px  
8

x
py   代回 2)(4 yyxy   

     可得 
16

2x
y   (奇解) 
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7. 試解下列各微分方程 

(1) 042cosh4)( 2  xyy  (8%) 

  (2) 02)( 2  xyyyx  (8%) 

 

(1) 042cosh4)( 2  xyy   04)(2)( 222   yeey xx  

                          0)2)(2( 22   xx eyey  

    當 02 2  xey   1
2 Cey x    01

2  Cey x  

    當 02 2   xey   2
2 Cey x     02

2   Cey x  

       此 ODE 之解為 0))(( 2
2

1
2   CeyCey xx  

 

  (2) 02)( 2  xyyyx  

     令 yu  代入 ODE 可得  022  xyuxu   
u

x
xuy  2  

     此為 ),( uxfy   型，因此兩邊對 x 微分後可得 

     u
u

x

u
uxu

dx

dy  2

1
2   u

u

x

u
uxuu  2

1
2  

                           )
1

1(
1

2u
ux

u
u   

                           )
1

1()
1

1( 22 u
ux

u
u   

                           uxu   

                             dx
x

du
u

11
 

                           Cxu lnlnln    

                           Cxu    代回 
u

x
xuy 2  

     可得 
C

Cxy
1

2 2    01222  CyxC  

 

 


