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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2022 工程數學(二) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 已知一圓球 12)1()1()1( 222  zyx  與一平面 1 czbyax 相交

於一點 )3,3,3(P ，試問 a 、b 與 c為何? (10%) 

2. 某一質點在空間中移動，其位置向量(單位為 m)為 k
t

jti
t

tr


2
)2(

3
)(

23

 ， 

其中 t (sec)是時間，求此質點 

   (1) 在 sec2t 到 sec5t 間之移動平均速率。 (6%) 

   (2) 在 sec4t 時之切線加速度向量。 (6%) 

3. 有一力 kzjxiyF


222 cos 施加在某質點上，而此質點沿著軌跡

ktjtitr


 sincos 運動，試問:此力在質點上，由位置 )0,0,1( 到 )4,0,1( 

總共作了多少功? (10%) 

4. 三尖瓣線之位置向量為 jttaittatr


)2sinsin2()2coscos2()(  ，其中 

   20  t ，試問: 

   (1) 此三尖瓣線之周長。 (6%) 

   (2) 試以格林定理:  






 dxdy
y

f

x

g
gdyfdx )( ，給定 yf  與 xg  來求 

     此三尖瓣線之面積。 (6%) 

   (3) 試求在點 )0,( a 之曲率 。 (6%) 

-1 1 2 3

-2

-1

1

2

 
 

5. P 為四頂點 )2,2(A , )3,4(B , )5,3(C , )6,5(D 所圍之平行四邊形區域。試由格林   

  定理計算  
C

dyxxyxdxxyyxy )523()36( 3222 其中 C 為包圍區域 P 之 

  邊界。(12%) 

 

)0,( a  
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6. 試計算  
S

dAnF


，其中 kzyjxizF


23 ， S 為圓柱體 1622  yx , 

50  z 在 x0 , y0 的部分。 (12%) 

 

7. 給定 ),,0().,( 2 yzzzyxF 


 

  (1) 請問是否存在一個向量場G

使得 FG


 ，不論是或否請說明理由。(5%) 

  (2) 請問F

是否為一梯度向量場，即存在一純量場，使得 F


 ，不論是 

     或否請說明理由。 (5%) 

  (3) }0,1:},,{( 222  xzyxzyxS ，請直接計算面積分  
S

SdF


)( 。 

       (8%)  (hint: dAnSd


 )(請勿使用任何積分定理) 

  (4) 請使用史托克定理(Stokes’ theorem)驗證(3)之結果。 (8%) 

 

 

 

Hint: 

Gauss 散度定理:   dAnFdVF


 (3D)     dsnFdAF


 (2D) 

格林定理:  






 dxdy
y

P

x

Q
dyQdxP )(  

Stokes 旋度定理:   rdFdAnF


)(  

曲率: 
2

3

2

3
2 )]()([

)()(

]))((1[

)(

trtr

trtr

xy

xy















    扭率: 
ds

sNsTd ))()((



  

二倍角公式: 
2

2cos1
cos2  

 , 
2

2cos1
sin 2  

  

圓球體積: 3

3

4
rV    圓球表面積: 24 rS   

),( yxfz    kyxfjyixkzjyixyxr


),(),(   

dxdyffdxdy
y

r

x

r
dA yx 122 
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參考解答: 

 

1. 已知一圓球 12)1()1()1( 222  zyx  與一平面 1 czbyax 相交

於一點 )3,3,3(P ，試問 a、b 與 c為何? (10%)       (108 交大機械丁組) 

 

  圓球 12)1()1()1( 222  zyx  與平面 1 czbyax  

  相交於一點 )3,3,3(P  

  故可知 1333  cba  

  令 12)1()1()1( 222  zyx  

   kzjyix


)1(2)1(2)1(2    

  圓球在點P 的法向量為 )(4444 kjikji


  

  又平面 1 czbyax 的法向量為 kcjbia


  

   兩者相互平行 

    
111

cba
  

   又 1333  cba  

   可得 
9

1
 cba  

 

2. 某一質點在空間中移動，其位置向量(單位為m)為 k
t

jti
t

tr


2
)2(

3
)(

23

 ， 

其中 t (sec)是時間，求此質點 

   (1) 在 sec2t 到 sec5t 間之移動平均速率。 (6%) 

   (2) 在 sec4t 時之切線加速度向量。 (6%) 

 

   (1) ktjit
dt

trd 

2
)( 2   

       dttdtttdt
dt

trd
trdds )1()2(1)(

)(
)( 22222 




 

       42)1(
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   (2) kittrta


22)()(   

       單位切向量: 
1

2

)(

)(
2

2









t

ktjit

tr

tr
t








 

       在 sec4t  單位切向量為 
17

2416 kji
t


 
  

                   加速度向量為 kia


28   

       切線加速度為 )2416(
17

8
)

17

2416
(

17

136
)( kji

kji
ttaat








  

 

3. 有一力 kzjxiyF


222 cos 施加在某質點上，而此質點沿著軌跡

ktjtitr


 sincos 運動，試問:此力在質點上，由位置 )0,0,1( 到 )4,0,1( 

總共作了多少功? (10%)                                (109 台科機械) 

 

   功   rdFW


 

   ktjtitkzjyixr


 sincos  

   可知 tx cos , ty sin , tz   

   由 )0,0,1( 到 )4,0,1(  ，即由 0t 到 4t  

   kjtit
dt

rd 

 cossin   dtkjtitrd )cossin(


  

    dtkjtitkzjxiyrdFW )cossin()cos(
4

0

222


 


 

                dtztxty 
4

0

222 )coscossin(  

                dtttt 
4

0

233 )coscossin(  

                dtttdttdt  
 4

0

24

0

24

0

2 cos)(sincos)(cossin  

                dt
t

tdttdt 



 4

0

4

0

24
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2
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)(sin)sin1()(cos)cos1(  

                
 4
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(cos tttttt   

                2  
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4. 三尖瓣線之位置向量為 jttaittatr


)2sinsin2()2coscos2()(  ，其中 

   20  t ，試問: 

   (1) 此三尖瓣線之周長。 (6%) 

   (2) 試以格林定理:  






 dxdy
y

f

x

g
gdyfdx )( ，給定 yf  與 xg  來求 

     此三尖瓣線之面積。 (6%) 

   (3) 試求在點 )0,( a 之曲率 。 (6%) 

 

 (1) jttaittajyixr


)2sinsin2()2coscos2(   

     








)2sinsin2(

)2coscos2(

ttay

ttax
  














)2cos(cos2

)2sin(sin2

tta
dt

dy

tta
dt

dx

 

     dt
dt

dy

dt

dx
dydxrddsS   2222 )()(


 

         3

2

0

22 )2cos(cos)2sin(sin23


dttttta  

         3

2

0
3cos126



dtta  

        3

2

0 2

3
sin12



dt
t

a  

       
3

2

02

3
cos8



t
a   

       a16  

 

  (2) Adxdyxdyydx 22     

      xdyydxA
2

1
 

         
2

0

2 )]2cos)(cos2coscos2()2sin)(sin2sinsin2[( dttttttttta  

         
2

0

2 )3cos1( dtta  

        22 a  
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   (3) 
2

3
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trtr

trtr










  

      jyixtr
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      jyixtr
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3
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      )2coscos2( ttax    )2sin(sin2 tta
dt

dx
x   

                         )2cos2(cos2
2

2

tta
dt

xd
x   

      )2sinsin2( ttay    )2cos(cos2 tta
dt

dy
y   

                         )2sin2(sin2
2

2

tta
dt

yd
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2

3
3

2

2

3
22 )]3cos1(2[8

)3cos1(4

])()[( ta

ta

yx

yxyx









  

                        

tata
2
3

sin8

1

)3cos1(24

1





  

       將點 )0,( a 即 t 代入，可得 
a8

1
  

 

5. P 為四頂點 )2,2(A , )3,4(B , )5,3(C , )6,5(D 所圍之平行四邊形區域。試由格林   

  定理計算  
C

dyxxyxdxxyyxy )523()36( 3222 其中 C 為包圍區域 P 之 

  邊界。(12%) 

 

  由格林定理可知: 

       
C

dyxxyxdxxyyxy )523()36( 3222  

    dxdy
y

xyyxy

x

xxyx
P 







 ]
)36()523(

[
2232

 

    dxdyxyxxxy
P  )661566( 22  

    dxdy
P 6 A6 30  
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    jiAB


 2 , jiAC


3  

    平行四邊形面積 55  kACABA


 

 

6. 試計算  
S

dAnF


，其中 kzyjxizF


23 ， S 為圓柱體 1622  yx , 

50  z 在 x0 , y0 的部分。 (12%)              (106 中興環工甲組) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    曲面 S 上  
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       dzddA 4  
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7. 給定 ),,0().,( 2 yzzzyxF 


 

  (1) 請問是否存在一個向量場G

使得 FG


 ，不論是或否請說明理由。(5%) 

  (2) 請問 F

是否為一梯度向量場，即存在一純量場，使得 F


 ，不論 

     是或否請說明理由。 (5%) 

  (3) }0,1:},,{( 222  xzyxzyxS ，請直接計算面積分  
S

SdF


)( 。 

      (hint: dAnSd


 )(請勿使用任何積分定理)                      (8%) 

  (4) 請使用史托克定理(Stokes’ theorem)驗證(3)之結果。 (8%) (109 台大土木) 

 

  (1) kyzjzzyxF


 2).,(   yF 


 

      若存在一向量場G

使得 FG


   yGF  )(


 

      任何旋轉場必不具備發散性，即 0)(  G


 

        又由上述結果可知 yG  )(


 

        在此顯然不相符 

      不存在G

使得 FG


  

 

  (2) kyzjzzyxF


 2).,(   iz

yzz
zyx

kji

F





3

0 2













  

      若 F

為一梯度向量場，即存在一純量場，使得 F


  

      又 izF


3)(    

      但因任何梯度場必不具備旋轉性，即 0)(    

      又由上述結果可知 03)(  izF


  

      顯然與上述定理 0)(   不相符 

       F

不是一梯度向量場 
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    (3) }0,1:},,{( 222  xzyxzyxS 為半徑為 1 在 y-z 平面上之半球 

       即
2

0
  與 

2
2

3
 並且  0  

         cossinx ,  sinsiny , cosz  

           dddA sin  

          kjin
  cossinsincossin   

        
SS

dAnFSdF


)()(  

                      



0

sin)cossinsincos(sin3 ddkjiiz


 

                     



0

2 cossincos3 dd  

                     


d
0

3 cossin  

                    0  

 

   (4) 由 Stokes 旋度定理:   rdFdAnF


)(  

      C: 0x , 122  zy  

      令 cosy , sinz  

      kjkzjyixr
  sincos   

     dkjrd )cossin(


  

      kjkyzjzF


 sincossin22   

       rdFdAnF


)(  

                   



2

0

2 )cossin()sincossin( dkjkj


 

                   



2

0

23 )sincos(sin d  

                  



2

0
sin d  

                  0  

   

 

 

 


