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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2021 工程數學(一)第二次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 若已知一 2 階 ODE  

383)()()( 22  xxxcyxybxxyax   

且滿足 0)1()1(  yy 與其特解 12)( 2  xxxy p   

(1) 請問 cba ,, 分別為何? (6%) 

(2) 請問兩個補解 )(1 xy 與 )(2 xy 為何? (6%) 

(3) 請問全解 )(xy 為何? (2%) 

 

2. 考慮下述三條微分方程式 

  (a) 0)(3)(3)(  tytyty   (b) 0)(4)(  tyty   (c) 0)(15)(8)(  tytyty  

  試問: (1) 當 t ，何者會產生週期性振動的解? (4%) 

        (2) 當 t ，何者的解會衰減到零? (4%) 

        (3) 當 t ，何者會產生無窮大的解? (4%) 

 

3. 已知二階 ODE 

      xexyxyxy 2)(6)()(   

   (1) 試以待定係數法(Undeterminated coefficient method)求特解。 (8%) 

   (2) 試以參數變異法(Variation parameter method)求特解。 (8%) 

 

4. 試求微分方程式 
2

2 ln2
45

x

x
yyxyx   之通解。 (10%)  

 

5. 試求: (1) 92736)69()23( 2  xyyxyx  (8%)     

        (2) 02)21(2)1(  yyxyxx  (8%)   

        (3) 0)( 33  yey y  (7%)   

 

6. (1) 試求微分方程 )3cos()(9)( 2
0 ttyty   之兩補解 )(1 ty 與 )(2 ty 與其 

      Wronskian，即 ?),( 21 yyW 。 (5%) 

  (2) 當 0  時，此微分方程之特解為何? (5%) 

  (3) 當 0  時，此微分方程之特解為何? (5%) 

 

7. 已知 axexy )(  為方程式 xxeyxyxyx  )2()1(2  之ㄧ補解 

   (1) 試問: ?a  (2%) 

   (2) 試求此方程式之通解。 (8%) 
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參考解答: 

1. 若已知一 2 階 ODE  

383)()()( 22  xxxcyxybxxyax   

且滿足 0)1()1(  yy 與其特解 12)( 2  xxxy p   

(1) 請問 cba ,, 分別為何? (6%) 

(2) 請問兩個補解 )(1 xy 與 )(2 xy 為何? (6%) 

(3) 請問全解 )(xy 為何? (2%) 

 

   (1) 383)12()22(2 222  xxxxcxbxax  

      3,1,1  cba  

      383)(3)()( 22  xxxyxyxxyx  

(2) 1
2

3
1 )(,)(  xxyxxy  

(3) 1222)( 213   xxxxxy  

 

2. 考慮下述三條微分方程式 

  (a) 0)(3)(3)(  tytyty   (b) 0)(4)(  tyty   (c) 0)(15)(8)(  tytyty  

  試問: (1) 當 t ，何者會產生週期性振動的解? (4%) 

        (2) 當 t ，何者的解會衰減到零? (4%) 

        (3) 當 t ，何者會產生無窮大的解? (4%) 

      (a) 
tt

ececty
)

2

21

2

3
(

2

)
2

21

2

3
(

1)(


  

      (b) tctcty 2sin2cos)( 21   

      (a) tt ececty 5
2

3
1)(    

 

     (1) 當 t ，(b)的解會產生週期性振動 

     (2) 當 t ，(c)的解會衰減到零 

     (3) 當 t ，(a)的解變成無窮大 

 

3. 已知二階 ODE 

      xexyxyxy 2)(6)()(   

   (1) 試以待定係數法(Undeterminated coefficient method)求特解。 (8%) 

   (2) 試以參數變異法(Variation parameter method)求特解。 (8%) 

 

   (1) xexyxyxy 2)(6)()(   

     令 xey   0)6( 2  xe   3or2    

       xx
h ececy 3

2
2

1
  

      令 x
p axey 2  x

p exay 2)21(     
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   x
p exay 2)44(   代回 ODE 可得 

      xxxx eaxeexaexa 2222 6)21()44(   
5

1
 a  

       特解 x
p xey 2

5

1
 ,  通解 xxx

ph xeececyyy 24
2

2
1 5

1
   

   (2) 使用參數變異法來求其特解 

      令其特解 xx
p eueuxy 4

2
2

1)(  代回 ODE 後可得       

5

1

5

32

3

0

32

32

32

3

1 








 











x

x

xx

xx

xx

x

e

e

ee

ee

ee

e

u  xu
5

1
1   

x
x

x

xx

xx

xx

x

e
e

e

ee

ee

ee

e

u 5
4

32

32

22

2

2 5

1

5

32

2

0








 




 xeu 5

2 25

1
  

      xxxxx
p exeeeexxy 22352

25

1

5

1

25

1

5

1
)(    ( xe2 為補解，可寫可不寫) 

 

4. 試求微分方程式 
2

2 ln2
45

x

x
yyxyx   之通解。 (10%)  

   
2

2 ln2
45

x

x
yyxyx   

令 xt ln   tex   

   Y
xdt

tdY

dx

dt

dx

xdy
xy  1)()(
)(  

   )(
11111)(

)(
2222

YY
x

Y
x

Y
xdt

Yd

dx

dt

x
Y

xdx

xyd
xy 





  

   代回 ODE 可得: tteYYY 2244   

    tt
h tecectY 2

2
2

1)(    

   令 t
p etbtaY 22)(    t

p ebttabttaY 2223 )2322(   

                        t
p ebtabttabttaY 2223 )2681244(   

   代回 ODE 可得: tebtabttabtta 2223 )2681244(   

                  ttt teetbtaebttabtta   2)(4)2322(4 22223  
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 tt teebta 22 2)26(    

               
3

1
 a , 0b    t

p etY  3

3

1
 

    ttt
ph ettecectYtYtY 232

2
2

1 3

1
)()()(    

      322
2

2
1 )(ln

3

1
ln)( xxxxcxcxy    

 

5. 試求: (1) 92736)69()23( 2  xyyxyx  (8%)     

        (2) 02)21(2)1(  yyxyxx  (8%)   

        (3) 0)( 33  yey y  (7%)   

 

   (1) 92736)69()23( 2  xyyxyx  

      令 23  xt    )(3
)()(

tY
dt

tdY

dx

dt

dx

xdy   

 )(9
)(

3
)()(

2

2

tY
dt

tYd

dx

dt

dx

xdy

dx

d

dx

xyd 








  

      2636)69()23( 2  xyyxyx  993699 2  tYYtYt  

                                       142  tYYtYt  

    令 tz ln  zet    )(
1)()(

zG
tdz

zdG

dt

dz

dt

tdY   

 )]()([
1)(1

)(
1)(

222

2

zGzG
tdz

zGd

dt

dz

t
zG

tdt

tYd 


  

      142  tYYtYt  14  zeGG  

      令 zeG   042     2,2   

       zz
h ececzG 2

2
2

1)(    

    令 baeG z
p   代回 ODE 可得 

3

1
a , 

4

1
b  

 
4

1

3

1
)()()( 2

2
2

1   zzz
ph eececzGzGzG  

       
4

1

3

1
)( 2

2
2

1   ttctctY  

12

5

3

1
)23()23()( 2

2
2

1   xxcxcxy  

 

   (2) 02)21(2)1(  yyxyxx  

      令 )1(2 xxa  , )21(21 xa  , 20 a  

  由判斷式: 0012  aaa  可知此為正合式 
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      ])()([2)21(2)1( 01 yxbyxb
dx

d
yyxyxx     

      yyxyxxyxbxbxbyxb 2)21(2)1()()]()([)( 0011   

 )1(1 xxb  , xb 220   

    0])21()1([2)21(2)1(  yxyxx
dx

d
yyxyxx   

  1)21()1( cyxyxx      此為一階線性 ODE 

  
)1(

1

)1(

21
1 xx

cy
xx

x
y







  

積分因子: )1(
)

1

11
(

)1(

21




 




xxee
dx

xx
dx

xx

x

  

同乘積分因子: 1)12()1( cyxyxx   

                 1])1([ cyxx
dx

d
  

                 21)1( cxcyxx   

                 
)1(

1

1

1
21 





xx

c
x

cy  

 

   (3) 0)( 33  yey y  此 ODE 缺 x 

      令 uy    
dy

du
u

dy

du

dx

dy

dx

yd
y 




)(
 代回 ODE 可得 

     033  ue
dy

du
u y   dyeduu y32    

                       dyeduu y32  

                   1
3

3

11
Ce

u
y   

                   2
3

3

1
Ce

dy

dx y   

                  21
3

9

1
CyCex y   
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6. (1) 試求微分方程 )3cos()(9)( 2
0 ttyty   之兩補解 )(1 ty 與 )(2 ty 與其 

      Wronskian，即 ?),( 21 yyW 。 (5%) 

  (2) 當 0  時，此微分方程之特解為何? (5%) 

  (3) 當 0  時，此微分方程之特解為何? (5%) 

 

  (1) 0)(9)( 2
0  tyty  tctctyh 0201 3sin3cos)(    

      0
0000

00
21 3

3cos32sin3

3sin3cos
),( 








tt

tt
yyW  

  (2) 當 0  時 

      )3sin()3cos( tbtay p   )3cos(3)3sin(3 tbtay p    

                              )3sin(9)3cos(9 22 tbtay p    

     代回 ODE 並比較係數後可得 
)(9

1
22

0  
a , 0b  

     )3cos(
)(9

1
22

0

ty p 
 

  

 

  (3) 當 0  時 

      )]3cos()3[cos(
)(9

1
lim 022

00

tt 





 

)2(9

)3sin(3
lim

0 


 





tt
 

    
0

0

6

)3sin(


 tt

  

 
0

0

6

)3sin(


 tt

y p   

 

7. 已知 axexy )(  為方程式 xxeyxyxyx  )2()1(2  之ㄧ補解 

   (1) 試問: ?a  (2%) 

   (2) 試求此方程式之通解。 (8%) 

 

   (1) 1a  

   (2) xxeyxyxyx  )2()1(2  已知一補解 xey 1  

      令另一補解 xvey 2  xx veevy  2  

                         xxx veevevy  22   

      帶入 ODE: 0)2()1(2  yxyxyx   
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      可得 0)2())(1(2)2(  xxxxxx vexveevxveevevx  

        02  xx evevx  

      令 vz   0
2

 z
x

z  
2

ln2 1

x
ez x    

                           
x

v
1

  

      另一補解 xe
x

y
1

2  , 且 xx
h e

x
cecy

1
21   

        由參數變異法求特解 

        令其特解 xx
p e

x
ueuxy

1
)( 21  代回 ODE 後可得  

        x
ex

ex

exxe

exe

exxe

ex

u
x

x

xx

xx

xx

x










 











22

21

12

1

12

1

1

)(

)(

0

 2
1 2

1
xu   

 2
22

2

12

12

)(

0

x
ex

e

exxe

exe

ee

e

u
x

x

xx

xx

xx

x








 




 3

2 3

1
xu   

    xxx
p exexexxy 222

6

1

3

1

2

1
)(   

           xxx
ph exe

x
cecyyy 2

21 6

11
  

 


