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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2021 工程數學(一) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 試以分離變數法求解下述微分方程式 

   (1) 0cos)1(sin 2  dyyxdxyx , 
2

)1(


y    (7%)    

   (2) 0)( 22  dyxydxyxyx  (7%)   

   (3) 0)52()42(  dyyxdxyx  (7%) 

      (先轉換成齊次型 ODE，再用變數變換法求解) 

 

2. 已知微分方程式為 0cos2)cos2sin(  dyxxdxxyxxy ，試問此微分方程 

  式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(7%) 

  (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

3. 已知微分方程式為 0)21(2  yxyy  

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (2%) 並以一階線性法求解。(7%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(7%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

4. 已知微分方程式為 1222  yxxy
dx

dy
x  

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

 

5. 已知微分方程式為 2)(yyxy   

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

(2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

6. 試解下列各微分方程 

(1) xyyx ln)1(  , 1)1( y  (7%)  (110 成大土木) 

  (2) 0)()6( 22326  yyxxyxx , 3)0( y  (7%)  (110 台大土木) 

  (3) 0)2()(2 222  xyyxyy   (7%) 

 

7. 試以皮卡德法(Picard method)求解 22yy  , 1)0( y  (取至 2y 項)  (8%) 

 

 



 
Filename: EMI-2021-mid01s.doc ~ by Y. T. Lee                            November 10, 2021 

<參考解答> 

 

1. 試以分離變數法求解下述微分方程式 

   (1) 0cos)1(sin 2  dyyxdxyx , 
2

)1(


y    (7%)    

   (2) 0)( 22  dyxydxyxyx  (7%)   

   (3) 0)52()42(  dyyxdxyx  (7%) 

 

   (1) 0cos)1(sin 2  dyyxdxyx   dx
x

x
dy

y

y

1sin

cos
2 

  

                       (兩邊積分)  
 dx

x

x
dy

y

y

1sin

cos
2

 

                                  


 )1(
1

1

2

1
)(sin

sin

1 2
2

xd
x

yd
y

 

                                 Cxy ln)1ln(
2

1
sinln 2   

                                 Cyx  sin)1( 2

1
2  

      又 
2

)1(


y   2 C  

       2sin)1( 2

1
2  yx  

 

   (2) 0)( 22  dyxydxyxyx  
xy

yxyx

dx

dy 22 
         齊次型 ODE 

                              
x

y

y

x

dx

dy
 1  

       令 
x

y
u    uxy    u

dx

du
x

dx

dy
  代回 ODE 可得 

       u
u

u
dx

du
x  1

1
  

u

u

dx

du
x




1
 

                         dx
x

du
u

u 1

1



  

               (兩邊積分)  


 dx
x

du
u

u 1

1
 

                         Cxuu lnln1ln   

                         Cxuu lnln1ln   
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)1(

ln



ux

C
u  

                         Ceux u  )1(  

                         Cexy x

y

 )(  

 

   (3) 0)52()42(  dyyxdxyx   

     
52

42





yx

yx

dx

dy
 

     令 aux    dudx   

        bvy    dvdy    代回 ODE 可得 

     
)52(2

)42(2





bavu

bavu

du
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







052

042

ba

ba
    









1

2

b

a
 

      
vu

vu

du

dv





2

2
          齊次型 ODE 

      

u

v
u

v

du

dv






2

21
 

      令 
u

v
t    utv    

du

dt
ut

du

dv
  代回 ODE 可得 

      
t

t

du

dt
ut





2

21
  

t

t

du

dt
u





2

1 2

 

                     du
u

dt
t

t 1

1

2
2





  

          (兩邊積分)  





 du
u

dt
tt

1
)

1

1

1

3
(

2

1
 

                    1lnln)1ln1ln3(
2

1
Cutt     

                    1ln2ln2)1ln1ln3( Cutt   

                    23
11 uCtt  

 

                    
3

2 11
u

v
uC

u

v
  

                    
3

vuCvu   

                    
3

13  yxCyx  
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2. 已知微分方程式為 0cos2)cos2sin(  dyxxdxxyxxy ，試問此微分方程 

  式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(7%) 

  (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

   令 xyxxyM cos2sin    xxx
y

M
cos2sin 




  

      xxN cos2    xxx
x

N
sin2cos2 




  

   由判斷式 
x

N

y

M








 可知，此為非正合 ODE 

   由 
x

x

x

N

y

M

N cos2

sin
)(

1









 可知   為 )(x  

    dx
x

N

y

M

N
d )(

11











  dx
x

N

y

M

N
d  







 )(
11 


 

                             xdx
x

x
cosln

2

1

cos

sin

2

1
ln    

                             
xcos

1
   

   同乘積分因子後可得 

        0
cos

cos
2

cos

cos2sin



dy

x

xx
dx

x

xyxxy
 

   由於此微正合 ODE 

   可知 xx
y

N cos2






  )(cos2 xgxxy    代入 

         )(
cos

sin
cos2 xg

x

x
xyxy

x
M 










   

    比較後可得 0)(  xg  Cxxyyx  cos2),(  

 

3. 已知微分方程式為 0)21(2  yxyy  

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (2%) 並以一階線性法求解。(7%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(7%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

  (1)  0)21(2  yxyy   
xy

y

dx

dy

21

2


  

                         
2

21

y

xy

dy

dx 
  

                         
2

12

y
x

ydy

dx
  
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       若以 x 為自變數，y 為應變數，則此為一階非線性微分方程式 

       若以 y 為自變數，x 為應變數，則此為一階線性微分方程式 

       積分因子 2ln2
2

)(
yeee y

dy
ydyyp




  

       同乘積分因子後可得 

           122  yx
dy

dx
y   1)( 2  xy

dy

d
 

                            Cyxy  2  

                             

  (2) 0)21(2  yxyy   0)21(2  dyxydxy  

                         

      令 2yM    y
y

M
2




  

         )21( xyN     y
x

N
2




  

      由判斷式 
x

N

y

M








 可知，此為正合 ODE 

      可知 2y
x

M 






  )(2 yfxy    

             )21( xy
y

N 






  )(2 xgxyy    

      比較後可得 Cxyyyx  2),(  

 

4. 已知微分方程式為 1222  yxxy
dx

dy
x  

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

 

  (1) 1222  yxxy
dx

dy
x   

2
2 11

x
yy

xdx

dy
    

     此為 Riccati ODE 

  (2) 非線性 

  (3) 由觀察得一解 
x

S
1

  

     令 
VxV

Sy
111

   
22

1

V

V

xdx

dy 
   代回 ODE 可得 

     
2

2
22

1
)

11
()

11
(

11

xVxVxxV

V

x



  
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22

11211

VVxVxV

V



  

    1
1

 V
x

V            此為一階線性 ODE    

    可知其積分因子為 xeee x
dx

x
dxxp

 ln
1

)(
  

    同乘積分因子後可得 xVVx    xxV
dx

d
 )(  

                                   1
2

2

1
CxxV   

                                   
x

CxV
1

2

1
1  

    
Cx

x

x
x

CxxV
Sy







2

1

21
1

2

1
111

 

 

5. 已知微分方程式為 2)(yyxy   

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

(2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

  (1) 此為 Clairaut ODE 

  (2) 屬於非線性 ODE 

  (3) 2)(yyxy   

     令 yp    2pxpy   

     將兩邊對 x 微分可得 pppxpy  2   

                     pppxpp  2  

                     0)2(  ppx  

     由 0p   cpy   代回 2yyxy   

     可得 2cxcy   (通解) 

     由 02  px  
2

x
py   代回 2yyxy   

     可得 
4

2x
y   (奇解) 
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6. 試解下列各微分方程 

(1) xyyx ln)1(  , 1)1( y  (7%)  (110 成大土木) 

  (2) 0)()6( 22326  yyxxyxx , 3)0( y  (7%)  (110 台大土木) 

  (3) 0)2()(2 222  xyyxyy   (7%) 

 

  (1) xyyx ln)1(    xyx
dx

d
ln])1[(    

                       Cxxxdxxyx   lnln)1(  

                       )ln(
1

1
Cxxx

x
y 


  

    又 1)1( y   )1(
2

1
1 C   1 C  

     )1ln(
1

1
)( 


 xxx

x
xy  

 

  (2) 0)()6( 22326  yyxxyxx  

   0)()6( 22326  dyyxdyxdxyxdxx  

   06 24  dyyxdydxydxx  

   0)(6 24  dyyxyddxx  

   0)(6 24   dyyxyddxx  

   Cyxyx  35

3

1

5

6
 

   又 3)0( y   9 C  

    9
3

1

5

6 35  yxyx  

 

  (3) 0)2()(2 222  xyyxyy  

   0))(2( 2  yyxy  

   
2

x
y   or 2yy   

   當 
2

x
y    1

2

4
C

x
y   

   當 2yy    dxdyy  2   2
1 Cxy     

2

1

Cx
y


  

    ODE 解為 0)
1

()
4

(
2

1

2





Cx

yC
x

y  
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7. 試以皮卡德法(Picard method)求解 22yy  , 1)0( y  (取至 2y )  (8%) 

  ),( yxf
dx

dy
   dxyxfdy ),(  

                
xy

y x

dttytfdy
00

))(,(  

               
x

x

dttytfyy
0

))(,(0  

  1)0(0  yy  

  xdtdttytfyy
xx

x

2121))(,(
00

001    

  322
102 3

8
421)21(21))(,(

00

xxxdttdttytfyy
xx

x

   

  32232
203 8421)

3

8
421(21))(,(

00

xxxdttttdttytfyy
xx

x

   

                                           7654

63

128

9

64

3

32

3

32
xxxx   

  n
n

yy


 lim  

 

  另解:  22yy    dxdyy 22     Cxy   21   
Cx

y



2

1
 

         又 1)0( y  
C

1
1    1 C  

          


 432 168421
21

1
xxxx

x
y  

 

 


