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1. xy平面上有一曲線 恆過點0),( yxg )1,0(  ，且其上任一點 的切線在),( yx x  

軸上的截距為 ，試求此曲線的方程式。 (10%) yey 2

 

2. 試以分離變數法求解下述微分方程式 

   (1)    (8%)    xyxy sincossec 22 

   (2)  (8%)   0)52( 2  dydxyy

   (3) 
1

93





yx

yx
y  (8%)    (109 台科大丙組) 

 

3. 已知微分方程式為 yyyyx  )ln4(  

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (2%) 並以一階線性法求解。(7%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(7%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

4. 已知微分方程式為  0)2( 42  dyxxydxy

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

  (4) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%)  

  (5) 試以正合法求解。 (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再 

     求解) (7%) 

 

5. 已知微分方程式為 
y

yxy



1

 

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

(2) 此為線性或非線性? (2%) 

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

6. 試解下列各微分方程 

(1) 
xy

y
yyx

lnln 
  (8%) 

  (2)  (8%) 0)()()( 222  yxxyyxyxyxy
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<參考解答> 

 

1. xy平面上有一曲線 恆過點0),( yxg )1,0(  ，且其上任一點 的切線在),( yx x  

軸上的截距為 ，試求此曲線的方程式。 (10%) yey 2

 

   由題意可知
yeyx

y

dx

dy





2

0
  

y

eyx

dy

dx y


2

 

                              yyex
ydy

dx 
1

 

   可視為以 y 為自變數，x 為應變數的一階線性微分方程式 

y
eee y

dy
ydyyp 1ln
1

   其積分因子 )(  


  

   同乘積分因子後可得 
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       yex
ydy

dx 
11 yex

ydy

d  )
1

(  
y 2

  

                         Cex
y

y  1
 

                         Cyyex y    

   又通過點 )1,0(  ，即 )0(y 1  代入後可得 eC   

    yex   eyy 

 

2. 試以分離變數法求解下述微分方程式 

     (1) xyxy sincossec 22     (8%)  

   (2)  (8%)   0)52( 2  dydxyy

   (3) 
1

93





yx

yx
y  (8%) 

 

  (1)   xyxy sincossec 22  dxxxdy
y

sinsec
cos

1 2
2

   

                            dxxxdyy tansecsec2   

                  (兩邊積分)   dxxxdyy tansecsec2  

                             Cxy  sectan  
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1
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    (2) 

 


 dxdy
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               (兩邊積分)  



                          


 dxdy
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令    1 yu dydu 
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 dxdu
u 4

1
2

 

令 tan2u     ddu 2sec2
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   (3) 
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dx
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      令 aux     dudx 
            bvy  dvdy 

       代回 ODE 可得  
)1(
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       可得    
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       令 
u

v
t      utv 

du

dt
ut

du

dv
  代回 ODE 可得 
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dt
ut





1

3
 

t

tt
t

t

t

du
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3. 已知微分方程式為 yyyyx  )ln4(  

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (2%) 並以一階線性法求解。(7%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(7%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

  (1)    yyyyx  )ln4(
yyx

y

dx

dy

ln4
  

                         
y

yyx

dy

dx ln4
  

                         yx
ydy

dx
ln4

1
  

       若以 x 為自變數，y 為應變數，則此為一階非線性微分方程式 

       若以 y 為自變數，x 為應變數，則此為一階線性微分方程式 

 

       積分因子 yeee y
dy

ydyyp 


 ln
1

)(  

       同乘積分因子後可得 

           yyx
dy

dx
y ln4   yyyx

dy

d
ln4)(   

                            Cyyyyx  22 ln2  

                             1ln2  Cyyyyx

 

  (2)   yyyyx  )ln4(
yyx

y

dx

dy

ln4
  

                        0)ln4(  dyyyxydx  

      令   yM  1




y

M
 

         yyxN ln4    1




x

N
 

      由判斷式 
x

N

y

M








 可知，此為正合 ODE 
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      可知 y
x

M 






  )(yfxy   

             yyx
y

N ln4






    )(ln2 22 xgyyyxy 
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      比較後可得

? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

) 

  Cyyyxyyx  22 ln2),(

 

4. 已知微分方程式為 0)2( 42  dyxxydxy  

  (1) 此為何種類型之微分方程式

  (2) 此為線性或非線性? (2%

  (3) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (7%) 

  (4) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%)  

  (5) 試以正合法求解。 (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再 

    求解) (7%) 

  (1) 42   

 

 

0)2(  dyxxydxy
4

2

2

42

y

xxy

dy

dx 
  

2 xxydx 
ydy

   

4
2

12
x

y
x                                             

ydy

dx
  

 

自變數，x 為應變數，則此為 Bernoulli ODE 

 

  (3) 

     若以 x 為自變數，y 為應變數，則此為一階非線性 ODE

     若以 y 為

  (2) 非線性

4
2

12
x

y
x

ydy

dx
   

2
34 12

y
x

ydy

dx
x    

     令 3 xu  
dy

dx
x

dy

du 43   代回 ODE 可得 

     
2

12

3

1

y
u

ydy

du
   

2

36

y
u

ydy

du
            此為一階線性 ODE    

     可知其積分因子為 
6

ln6
6

)( 1

y
eee y

dy
ydyyp  


  

     同乘積分因子後可得 
876

361

yydyy
u

du
   

86

3
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1
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Cyu
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6 7
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6
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 令   

0)2( 42  dyxxydxy  

2yM  y
y

M
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            42 xxyN  342 xy
x

N





  

      由判斷式 
x

N

y

M








 可知，此不是正合 ODE 
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  (5) 由
4

4
)(

1 xN





  與 
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2 xxyy
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N
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34
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1

y

x

y

M

x

N
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x

        可知非單純為 x 函數或 y 函數 

       令

   

        

        此為正合微分方程 

nm yx  

        同乘積分因子後可得

0)4112   dyyxydxyx nmnmnm 2( x   

  1)2      2 nm yxM (n 



 nm yx
y

M
 

nmnm yxmyxm
x

N 31 )4()1(2  

nmnm yxyxN  4112              

 又 
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        8732 


 yx
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1
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1 763 xg


yyx      

1
763

7

1

3

1
),( yx  Cyyx            由上兩式可知 

6
3 7

31
Cy

yx
                             

 

y
yxy




1
 5. 已知微分方程式為 

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

(2) 此為線性或非線性? (2%) 

解  (3) 試求此微分方程式之 ?)( xy  (8%) 

Clairaut ODE 

  ODE 

 

  (1) 此為

(2) 屬於非線性

  (3) 令 yp    
p

1
  xpy 



2p

p
pxpy


     將兩邊對 x 微分可得   
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2p

p
pxpp


  

          0)
1

2
p           ( 

p
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  代回      由 p cp 0 y  
y

yxy



1

 

c
xcy

1
     可得   (通解) 

     由 0
1

x  
2p x

yp
1

)( 22   代回
y

yxy



1

  

1)( 2  yxyy                                      

2 yy                                     

                                 

                (奇解) 
 

6.  

 4)( 2  yy    

 xy 42                       

試解下列各微分方程
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y
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u
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  (2) 0  (8%)()()( 222  yxxyyxyxyxy ) 

     令 代回 ODE 可得 
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   0    xyu xyy    xdxydy      
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此 ODE 的解為 0))(2( 2
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1
2  CyxCxyx   


