
國立臺灣海洋大學河海工程學系 2019 工程數學(一) 第二次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 已知一齊次常微分方程式其三個補解為 , , ，試 2x )ln2cos(3 xx )ln2sin(3 xx

  問此常微分方程式為何?  (10%)   

 

2. 已知一常微分方程式 
1

44
2




x

e
yyy

x

 之通解。 

  (1) 試求其兩補解 與 。 (6%) 1y 2y

  (2) 試求其特解 。 (6%) py

 

3. 試解: 

  (1)  並且滿足 0)3( 2  xexxyyx 0)0( y  與 ey 2)1(    (7%) 

  (2)   (7%) 216)612()12( 2  yyxyx

  (3)  並且滿足 0 yyxyx 0)0( y  與 3)0( y   (7%) 

 

4. 已知微分方程式 044)21(  yyxyx   

  (1) 試以觀察法求ㄧ補解 。 (3%) 1y

  (2) 試求另ㄧ補解 。 (7%) 2y

 

5. 已知一微分方程式 xy
x

y
x

y 
2

33
  ( )   0x

  (1) 試求此微分方程的補解 ?)( xyh  (6%) 

  (2) 以變數變換，令 ，則xt ln )()( tYxy  ，試求轉換後以 表示的微分方 )(tY

     程式。 (6%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (6%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (6%) 

  (5) 試將 轉換回 。 (3%) )(tY )(xy

 

6. 已知單自由度振動系統其數學表示為 )()()()( tftkytyctym  

4

，若給定質量

   塊 ，阻尼係數 與彈簧常數 1m 0c k

ttf

並且質量塊為靜止狀態即其初 

   始條件 與 ，給一外力為 0)0 (y 0) 0(y cos)(  ，試問:  

   (1) 此系統的自然振動頻率 ?n  (2%) 

(2) 當 1 ，其解為何?(4%) 外力對此系統造成的運動行為稱為什麼? (2%) 

(3) 當 2 ，其解為何?(4%) 外力對此系統造成的運動行為稱為什麼? (2%) 

(4) 當 99.1 ，其解為何?(4%) 外力對此系統造成的運動行為稱為什麼? 

(2%) 
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參考解答:  

 

1. 已知一齊次常微分方程式其三個補解為 , , ，試 2x )ln2cos(3 xx )ln2sin(3 xx

  問此常微分方程式為何?  (10%)   

 

  由補解形式可知此為三階 Euler-Cauchy ODE 

  可得 ,  2m im 23
  特徵方程式為 0)23)(23)(2(  imimm  

             …(1) 0264 23  mmm

  由齊次常微分方程式  023  cyybxyaxyx

  令  帶入 ODE 可得  mxy 
  0)1()2)(1(  cbmmammmm  

  …(2) 0)2()3( 23  cmbamam

  由(1)與(2)比較係數可知 , 7a 6b , 26c  

  此齊次常微分方程式為  02667 23  yyxyxyx

 

2. 已知一常微分方程式 
1

44
2




x

e
yyy

x

 之通解。 

  (1) 試求其兩補解 與 。 (6%) 1y 2y

  (2) 試求其特解 。 (6%) py

 

  (1) 補解 與 滿足 1y 2y 044  yyy  

     令  帶入 ODE 可得    xey  0442   0)2( 2  
                                            2   (重根) 

     可得兩補解 與  xey 2
1 

xxey 2
2 

  (2) 令特解 2211 uyuyyp   代入 ODE 可得 
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1ln1  xxu  

     
1
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   1ln2  xu  

     )1ln1ln(2
2211 xxxxeuyuyy x

p   



3. 試解: 

  (1)  並且滿足 0)3( 2  xexxyyx 0)0( y  與 ey 2)1(    (7%) 

  (2)   (7%) 216)612()12( 2  yyxyx

  (3)  並且滿足 0 yyxyx 0)0( y  與 3)0( y   (7%) 

 

  (1) 由 ODE 可看出缺少 y 項，故令 yu   yu   

     代回 ODE 可得 xexxu
x

u )3(
1 2       此為一階線性 ODE 

     可知其積分因子為 
x

ee
dx

x
dxxp 11

)(



  

     同乘積分因子後可得 xexu
x

u
x

)3(
11

2    xexu
xdx

d
)3()

1
(   

                                            1)2(
1

cexu
x

x   

                                             xcexxu x
1

2 )2( 

     又   xcexxyu x
1

2 )2(  2

2

1
2

2
c

x
cexy x   

     由   0)0( y 02  c

          ey 2)1(  ec 21 

       xexexxy 22)( 
 

  (2) 令 12  xu    dxdu 2

      Y
du

udY

dx

xdy
y  2

)(
2

)(
 

      Y
du
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dx

xyd
y 





 4

)2(
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    216)612()12( 2  yyxyx 216124 2  YYuYu

                                 
2

1
432  YYuYu  

                                       此為 Euler-Cauchy ODE 

     令  帶入 ODE 可得  muY 
         043)1(  mmm 0442  mm 2 m  (重根) 

      可知補解  uucucYh ln2
2

2
1 

     令特解  2
2

1
2 )ln( vuuvuYp 

     3
22

)1ln2(2
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u

uuu

uuu
W  


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1  xxcxcy  

 

  (3)  並且滿足 0 yyxyx 0)0( y  與 3)0( y   (7%) 

     令  1,, 321  axaxa

     由 0  可知此為正合型 ODE 321  aaa

     故有 ybybybybybyb
dx

d
yyxyx 001101 ][   

     比較後可得 , xb 1 xbb  01  10  xb  

      0])1([  yxyx
dx

d
yyxyx  

      1)1( cyxyx   

     由初始條件  與 0)0( y 3)0( y  可得 01 c  

      0)1(  yxyx   


 dx
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                        cxxy  lnln  
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                         xxecy 2
     由  可得  3)0( y 32 c

       xxexy 3)( 
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4. 已知微分方程式 044)21(  yyxyx   

  (1) 試以觀察法求ㄧ補解 。 (3%) 1y

  (2) 試求另ㄧ補解 。 (7%) 2y

 

  (1) 嘗試將  代入後觀察可知當 mxy  1m  為其一解 

      故可知其一補解為  xy 1

 

  (2) Wronskian 行列式為 222121
21
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21 ),( yyxyyyy
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yyW 
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       xexcyyx 2
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121 
     此為一階線性 ODE 

     可知其積分因子為 
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     同乘積分因子後可得 xe
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e
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                                                   xcecy x
2
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12 

      令一補解 為  2y xe2

 

5. 已知一微分方程式 xy
x

y
x

y 
2

33
  ( x )   0

  (1) 試求此微分方程的補解 ?)( xyh  (6%) 

  (2) 以變數變換，令 t ，則xln )()( tYxy  ，試求轉換後以Y 表示的微分方 )(t

     程式。 (6%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( thY  (6%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tpY  (6%) 

  (5) 試將Y 轉換回 。 (3%) )(t )(xy

 

  (1) xy
x

y
x

y 
2

33
          此為 Euler ODE 32 33 xyyxyx 

     令     mxy   033)1(  mmm xmxxmm

                  0342  mm
                 0)3)(1(  mm  

                   3or1m

        3
21 xcxcyh 
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   (2) 令   xt ln tex 
       )()()( tYeyxy t   

      )(
1)()()(

)( tY
xdt

tdY

dx

dt

dx

tdY

dx

xdy
xy   

      )]()([
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xdx
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x
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xdx

d

dx
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xy 





  

      將 與 代回 ODE 可得 )(xy )(xy 

 tetYtY
x

xtYtY
x

x 3
2

2 )(3)(
1

3)]()([
1

  

  tetYtYtY 3)(3)(4)( 
 

  (3)  此為常係數 ODE 

       令  代入 ODE 可得 tetY )(

          0)34( 2  xe
        0342  
       3or1   

         tt
h ececY 3

21 

 

  (4) 由待定係數法， 

令     t
p AteY 3 t

p etAY 3)13( 

                 代回 ODE 可得 t
p etAY 3)69( 

2

1
A  

 t
P teY 3

2

1
  

 

  (5) ttt
ph teecectYtYtY 33

21 2

1
)()()(   

     xxxcxcxy ln
2

1
)( 33

21   
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6. 已知單自由度振動系統其數學表示為 )()()()( tftkytyctym  

4

，若給定質量

   塊 ，阻尼係數 與彈簧常數 1m 0c k

ttf

並且質量塊為靜止狀態即其初 

   始條件 與 ，給一外力為 0)0 (y 0) 0(y cos)(  ，試問:  

   (1) 此系統的自然振動頻率 ?n  (2%) 

(2) 當 1 ，其解為何?(4%) 外力對此系統造成的運動行為稱為什麼? (2%) 

(3) 當 2 ，其解為何?(4%) 外力對此系統造成的運動行為稱為什麼? (2%) 

(4) 當 99.1 ，其解為何?(4%) 外力對此系統造成的運動行為稱為什麼? 

(2%) 

 

   (1)   又 )()()()( tftkytyctym   1m , 0c , 4k  與 ttf cos)(   

       ttyty cos)(4)(   

      2
m

k
n  

 
(2) 當 n 1  時，外力對系統產生激發行為 

     ttyty cos)(4)( 

   令  代入 ODE 可得 tety )(

          0)4( 2  xe
        042  
       ii 2,2    

         tctcyh 2sin2cos 21 

      令  代入 ODE 可得 tBtAyp sincos 

        ttBtAtBtA cossin4cos4sincos   

      ttBtA cossin3cos3   

         
3

1
A ,  0B

        ttctctytyty ph cos
3

1
2sin2cos)()()( 21   

        又 0)0( y   
3

1
1  c  

           0)0( y    02  c

         ttty cos
3

1
2cos

3

1
)(   

 
(3) 當 2 n  時，外力對系統產生共振行為 

     ttyty 2cos)(4)( 

      令 hp yttBtAty  )2sin2cos(  

         hhp ytyy    
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         hhhhhp ytyytyyy   2  代回 ODE 可得 

          tytyty hhh 2cos)2(  

        tyh 2cos2  

       ttBtA 2cos)2cos22sin2(2   

        , 0A
4

1
B  

       tttctctytyty ph 2sin
4

1
2sin2cos)()()( 21   

       又 0)0( y    01  c

          0)0( y    02  c

        ttty 2sin
4

1
)(   

 
(4) 當 n  99.1  時，外力對系統產生拍擊行為 

    )99.1cos()(4)( ttyty 

   )cos(cos
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1
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22
tt

m
ty n

n
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


  

         tt
m

nn

n 2
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2
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2
22










  

)2cos99.1(cos
99.12

1
22 tt 


  

tt
2

01.0
sin

2

99.3
sin

99.12

2
22 


  
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