
國立臺灣海洋大學河海工程學系 2017 工程數學(一) 第二次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 試問微分方程式  的特解為何種形式? (5%) xexyy  2)4( 1

  (a)  xxx
p DeCxeeBxAy   2

  (b)  xxx
p DeCxeeBxAxy   2

  (c)  xxx
p DeCxeeBxAxy   22

(d)  xxx
p DxeeCxeBxAxy   232

(e) 以上皆非 

 

2. 考慮下述三條微分方程式 

  (a)   (b) 0)(9)(  tyty 0)(9)(  tyty   (c) 0)(9)(6)(  tytyty  

  試問:  

  (1) 當 ，何者會產生週期性振動的解? (4%) t

  (2) 當 ，何者的解會衰減到零? (4%) t

  (3) 當 ，何者會產生無窮大的解? (4%) t

 

3. 已知 與 為下述常係數線性微分方程的 2 個補解 xex cos xex sin

           xexbyxyaxy x cos2)()()( 
  (1) 試問常數 與 為何? (6%) a b

  (2) 試求此微分方程之通解。 (6%)  

 

4. 試求下述微分方程之通解  

  (1)   (8%)    033 )4()5(  yyyy

(2) 
1

23





x

x

e

e
yyy   (8%)     

  (3)   (8%) 0)2(  yyxyx

 

5. 已知一微分方程式 1
4

)
2

(
22

2


x

y

x

y

dx

d

dx

yd
  ( )   0x

  (1) 試求此微分方程的補解 ?)( xyh  (6%) 

  (2) 以變數變換，令 ，則xt ln )()( tYxy  ，試求轉換後以 表示的微分方 )(tY

     程式。 (6%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (6%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (6%) 

  (5) 試將 轉換回 。 (3%) )(tY )(xy
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6. 已知單自由度振動系統其數學表示為 )()()()( tftkytyctym  

8

，若給定質量

   塊 ，阻尼係數 與彈簧常數 2m 0c k

ttf

並且質量塊為靜止狀態即其初 

  始條件 與 ，給一外力為 0)0(y 0)0(y sin2)(   

 試問:  

(1) 當 ? ，此系統會產生共振行為。 (4%) 

   (2) 當系統產生共振時，此時其解為何?  (8%) 

 

7. 已知微分方程式 02  xyyyx 有一解為 ，試求另一解 。(8%)  xxy cos1
1

 2y
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參考解答:  

1. 試問微分方程式  的特解為何種形式? (5%) xexyy  2)4( 1

  (a)  xxx
p DeCxeeBxAy   2

  (b)  xxx
p DeCxeeBxAxy   2

  (c)  xxx
p DeCxeeBxAxy   22

(d)  xxx
p DxeeCxeBxAxy   232

(e) 以上皆非 

 

 令  x
h ey 

  特徵方程式為  0 1,0,0,034      

   x
h ecxcxccy  4

2
321

  由待定係數法可猜特解為  x
p eDCxBxAy  )( 2

  但由於常數項 A 與 項與非齊次項相同，故須修正  xeD 

    x
p xeDCxBxAxy  )( 23

  故選(e) 

 

2. 考慮下述三條微分方程式 

  (a)   (b) 0)(9)(  tyty 0)(9)(  tyty   (c) 0)(9)(6)(  tytyty  

  試問:  

(1) 當 ，何者會產生週期性振動的解? (4%) t

  (2) 當 ，何者的解會衰減到零? (4%) t

  (3) 當 ，何者會產生無窮大的解? (4%) t

 

  (a)  tctcty 3sin3cos)( 21 

 (b)  tt ececty 3
2

3
1)(  

  (c)  tt tececty 3
2

3
1)(  

 

  (1) 當 ，(a)的解會產生週期性振動 t

  (2) 當 ，   (c)的解會衰減到零 t 0lim 3 



t

t
te 

  (3) 當 ，(b)的解變成無窮大 t
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3. 已知 與 為下述常係數線性微分方程的 2 個補解 xex cos xex sin

           xexbyxyaxy x cos2)()()( 
  (1) 試問常數 a與 為何? (6%) b

  (2) 試求此微分方程之通解。 (6%)  

 

(1) 與 為常係數線性 ODE 之 2 補解，故可知xex cos xex sin i1  

     特徵方程式為 0)]1()][1([  ii    0222  
                                        022  yyy  

      可知 2a ，  2b

  (2) 由待定係數法猜特解  h
x

p xyxBxAxey  )sincos(

                      hhp yxyy   

hhhhhp yxyyxyyy  2  代回 ODE 可得 

      xexyyxyyxy x
hhhh cos22)(2)2( 

xeyy x
hh cos222   

      xexBxAe xx cos)cossin( 
 , 0A 1B  

     通解:  xxexecxecxy xxx sinsincos)( 21 

 

4. 試求下述微分方程之通解  

  (1)   (8%)    033 )4()5(  yyyy

(2) 
1

23





x

x

e

e
yyy   (8%)     

  (3) 0)(cos)(sin  yxyxy   (8%) 

 

  (1) 令  xey 

      033 2345  
      0)1( 32  
     1,1,1,0,0   

      xxx excxececxccy 2
54321   

(2) 
1

23





x

x

e

e
yyy   (8%)     

令   x
h ey   0232   2,1    

      xx
h ececy 2

21
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    由參數變異法，令 2211 yuyuy p    ( , ) xey 1
xey 2

2


                   22221111 yuyuyuyuy p    (令 02211  yuyu ) 

                   22221111 yuyuyuyuy p    代回 ODE 可得 

     
1

)(2)(3)( 2211221122221111 
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e

e
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1




xe 1
1
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e
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x

x

e
e

3
1



xe 2




1


xe

xe
 

        ,  )1ln(1  xexu )1ln(2  xeu

         2211 yuyuy p  )1ln()]1ln([ 2   xxxx eeexe

)1ln()( 2   xxxx eeexe  

         )1ln()( 22
21   xxxxxx

ph eeexeececyyy  

       (3)  (7%)          0)2(  yyxyx

xa 2 , , 121  xa 0 a          令  

      由判斷式: 0012  aaa  可知此為正合式 

          ])()([)2( 01 yxbyxb
dx

d
yyxyx     

          x yyyxyxbxbxbyxb  )2)()]()([)( 0011 (   

          xb  1 , 10  xb  

           0])1([)2( x  yxyx
dx

d
yyyx   

    此為一階線性 ODE       1)1( cyxyx 

      
x

cy
x

x
y

11
1


  

    積分 xxx
dx

x

x

xeee  


)ln(
1

  因子: 



xxx ecyxeyxe 1)1(       同乘積分因子: 

                     xx ecyxe
dx

d
1)(   

                     21 cecyxe xx   

                     
x

e
c

x
cy

x

 21

1
 

 

1
4

)
2

(
22

2

5. 
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已知一微分方程式 
x

y

x

y

dx

d

dx

y
  ( )   

  (1) 試求此微分方程的補解

d
0x

?)( xyh  (6%)

，則

 

  (2) 以變數變換，令 )xt ln ()( tYxy  ，試 轉換後求 以 表示的微分方 )(tY

     程式。 (6%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (6%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (6%

 (3%) 

 

) 

  (5) 試將 轉換回 。)(tY )(xy

1
4

)
22

(
22
  (1) 

x

y

xdx

d

dx
 

yyd
1

422
22

 y
xx

y
y

x
y  

                          

      

22 62 xyyxyx   

 此為 Euler ODE 

 

令  

     

      令 mxy   

      62)1(  mm mxxm 0mxm  

    2 m 06  m  
     3,2 m  

     x 3
2

2
1

 xcyh  c

 

   (2)  xt ln tex 
 )()()( tYeyxy t    

)(
1)()(

(
x

y
()

) tY
xdt

tdY

dx

dt

dx

tdY

dx

dy
x         

)]()([
1)(1

)(
1

))(
1

(
)(

)( 22 tYtY
xdx

tYd

x
tY

x
tY

xdx

d

dx

xyd
xy 





       

與 代回 ODE 可得  

 

      將 )(xy )(xy  22 62 xyyxyx 

tetYtYtYtY
x

x
x

x 2
2

2 )(6)(
1

)]()([
1

  2 

 

 

tetYtYtY 2)(6)()(   

 



  (3) 此為常係數 ODE 

      

  

令 代入 ODE 可得 tetY )(   

         )6( 2  xe 0  

      02   6  
 3,2          

        tt
h cecY 3

2
2

1
  e

 

  (4) 由待定係數法，令 t
P AteY 2   

                  

代回 ODE 可得 

t
P etAY )12(    

t
P etAY )4(   4

      tt AetA 22()44(  tt eAteet 6)1   

5

1
A  
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       t
P teY 2

5

1
  

 

  (5) ttt
ph teecectYtYtY 23

2
2

1 5

1
)()()(    

     xxxcxcxy ln
5

1
)( 23

2
2

1    

 

已知單自由度振動系統其數學表示為 6. )()()()( tftkytyctym  

 8

，若給定質量

 塊 ，阻尼係數 與彈簧常數  2m 0c k 並且質量塊為靜止狀態即其初 

 ttf  始條件 0)0( y 與 0)0( y ，給一外力為 sin2)(   

 試問

(1) 當

:  

 ? ，此系統會產生共振行為。 (4%) 

  統產生共振時，此時其解為何?  (8%) 

 

 (2) 當系

   (1) )()()()( tftkytyctym     又 2m , 0c , 與 ttf sin2)(   8k  

       ttyty sin2)(8)(2   

      2
m

k
n  

2 n        當 時，系統會產生共振現象。 

     令 代入 ODE 可得 

 

 
   (2) ty 2sin22    tyt )(8)( 

tety )(   

 0)82( 2  xe         

       0   ii 2,242     

tctcyh 2sin2cos 21           



hp yttBtAty  )2sin2c(         令 os

          hhp ytyy    

          hhhhhp ytyytyyy   2  代回 ODE 可得 

          tytyty hhh 2sin28)2(2    

        tyh 2sin24   
ttBtA 2sin2)2cos2sin(8           

         
4

1
A , 0B  

        tttctctytyt( y ph 2cos
4

1
2sin2cos)()() 21   

又 0)0( y          01  c  

           0)0( y   
8

1
2  c  

         tttty sin 2cos
4

1
2

8

1
)(   

 

7. 已知微分方程式 02  xyyyx 有一解為 ，試求另一解 。(8%)  

 

xxy cos1
1

 2y

  0
2

 yy
x

y02  xyyyx   

   2121
21

2 1
21 ),( yyyy

yy
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yyW 


  

   且滿足 0
2

 W
x
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xW

W 2
   

                 1ln2
2

ln cxdx
x

W                

21
ln2 1

1

x
ceW cx                                 
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212121

1

x
cyyyy   

21222

1
)sin

1
cos

1
(cos

1

x
cyx

x
x      

x
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x
  

122 )sin(coscos cyxxxyxx               為一階線性 ODE 

xx
cyx

x
y

cos

1
)tan

1
( 122         



x

x
ee xx

積分因子為 
dxx

x

cos
coslnln)tan

1
(




  

      後可得 同乘積分因子
x

cy
x

xx

x
y

x

x
21222 cos

1
)

cos

sin
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1
(

cos
  

                        
x

cy
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1
)

cos
(   

                        212 tan
cos

cxcy
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cy cos
1
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1

212   

       另一解為 x
x

sin
1
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