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1. 1  )()()( 4 xyxyxy   已知 階微分方程式 具有  之積分因子

之值。

  (2) 試求此微分方程式之解

bax yeyxu ),(

  (1) 試求此積分因子中 a與b (8%) 

?)( xy  (6%)                 

2. 0，試求此微分方程的通解(general  

solution)與奇解(singular solution)。(10%) 

 

 

給一 Clairauts 微分方程式 )( 2  yyxy

 

22 )1(2)1(  xy3. 已知微分方程式為
dx

dy
x  

解)   

(8%) 

  (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (3%) 並以一階線性法求解。(8%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，使用變數變換法轉成線性，再求

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (5%) 並以正合法求解。

    

   

0,)( 123   xyxxyx4. 已知微分方程式為
dx

dy
 

 為線性或非線性? (3%) 

特解 

以 W 表示之微分方程。 (6%) 

 (3%) 

 (4) 試求  並寫出最後解的表示式

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (3%)

  (2) 試以觀察法得一 。 (5%) S

  (3) 試由變數變換( SWy  )將上述 ODE 轉換為

     請問:轉換後為何種類型微分方程式。

?W ( SWy  ) 。 (8%) 

5.  

(1) 

 

試解下列各微分方程

0][ )( 

dx

dy
xeyee yyyx  (8%) 

  (2) 0124)62( 2  xy
dx

dy
xey y  (8%) 

xxy
dx

dy
x 4cos2 3  (8%)   (3) 
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<參考解答> 

1. 1   之積分因子 

  (1) 試求此積分因子中 與 之值。(8%) 

 試求此微分方程
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已知 階微分方程式 )(xy  具有)()( xyxy  bax yeyxu ),(4

a b

   (2) 式之解 )( xy ?  (6%)    

為積分因子 

 
bax yeyxu ),(  (1)  

      將微 因分方程式同乘積分 子後可得  

        

        令   

)()()( 4 xyyexyyexyye baxbaxbax   0)( 4  dyyedxyyye baxbax  

)( 4yyyeM bax  ])4()1[( 3



 bbax ybybe
y

M
 

           bax yeN   bax yae
x

N





  

x

N

y

M








         又此為正合 ODE，故可知 

b  4 b04         比較係數後可得  

                 1 ba  3 a        

  (2) 將係數代入後可得 

此為正合 ODE，故可得 

0)1( 4333   dyyedxye xx  

     

)()1(
3

1
)1( 33      


eM

 y
x

 x 3 3 yfye x    

     43 


eN
y


yx )(

3

1 33 xgye x    


 

cyeyx x   )1(
1

),( 33     比較後可得 
3

 

Clair ，試求此微分方程的通解(general  

 solution)。(10%

   

   令 代回 ODE 可得 

將兩 x 微分: 

 

2. 給一 auts 微分方程式 y 0)( 2  yxy

solution)與奇解(singular ) 

 

0)( 2  yyxy    
2

2)(yyxy 
yu   uxuy   

   同時 邊對 uuuxuy   uuuxuu 2  2  

0)2(  uxu                                       

                                       或 
2

x
u   0 u

   c當     (通解) 0u u  2ccxy 

   當 
2

u  2 x


442
y  (奇解) 

222 xxx

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3. 已知微分方程式為 22 )1)1 
dy

 (2( xyx

) 此微分方程式為線性或非線性? (3%) 並以一階線性法求解。(8%) 

(若為線性，直接求解；若非線性，使用變數變換法轉成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (5%) 並以正合法求解。(8%) 

若非正合，先求出積分因子，再求解) 

  (1) 

dx

  (1

      

      (若正合，直接求解；

   

22 )1(2)1(  xy
dx

dy

1

1

)1(

2
2 





x  

x

x
y

xdx

dy
 

      此為一階線性 ODE 

1

1)
1

1

1

1
(( e x

xp
 )1(

2
) 2







 




x

x
ee

dx
x

dx
xdx

       積分因子為 

1
)1(

2

1

1
2








y
xdx

dy

x

x
       同乘積分因子後可得 

1)
1

1
( 




 y
x

x

dx

d
                         

 



 dxy
x

x
d )

1

1
(                          

cxy
x

x






1

1
                         

1

1
)(





x

x
cxy                          

 

  (2) 22 )1(2)1( y [( x
dx

dy
x   

   

0)1(]2)1 22  dyxdxyx  

    令 yx 2)1 2    M ( 2




M


y

 

    )1( 2  x x
x

N
2




    N  

    
x

NM







y
 此為非正合微分方程 

1

2
)22(

1

1
)(

1


M
2 









x

x
xx

N

y
可知積分因子 )(x       由

N

dx
x

dx
x

N

y

M

N
d  










1

2
)(

11 


       故可得  

)1ln(2ln  x              

2)1(

1




x
              

0
1

1
]

)1(

2
1[

2








 dy
x

x
dx

x

y
    同乘積分因子後可得 為正合 ODE 
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1

2
yf

x

y
x 



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     
2)1


y

x
M

(

2
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
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
x


   

       
1

1
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x
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y
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1
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1

1
xg

x

y
xgy

x

x








  

c
x

y
x 


 1

1

2
       解為 cyx ),(   

y
x

x
cx

1

1




                          

                        
1

)(


1


x
cx

x
y  

 

 

4. 已知微分方程式為 0, x
dx

 )(3 xx
dy

線性或非 ) 

 (2) 試以觀察法得一特解 。 (5%) 

  (3) 試由變數變換 將上述ODE轉換為以W表示之微分方程。 (6%) 

     請問:轉換後為何種類型微分方程式。 (3%) 

  (4) 

12   yxy

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (3%) 為 線性? (3%

 S

( Wy  )S

試求 ?W  並寫出最後解的表示式( Wy )。 (8%) S

 

(1) yxxyx
dx

dy
  123 )(  5423 1

(
dy

 )2 xyx
x

yx
dx

  

此為 Riccati ODE，為非線性微分方程式 

  (2) 由觀察可得一解 

  (3) 令 代入 ODE 可得  

     

xS   

xWSWy   

5423 2
1

() xx  ))((1 xxW
x

WxW   

231
WxW

x
W   

    可知此為 Bernoulli  

  (4) 

ODE

231
WxW

x
W    312 1

xW
x

WW    

      1Wu  令 代回 ODE 可得  WWu  2  

     31
xuu            此為一階線性

x
ODE 

     積分因子 xee
dx

x
dxxp


1

)(
   

4xuux      將 ODE 同乘積分因子後可得   

 4)( xxu
dx

d
  



cxxu  5

5

1
                             

x

c
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5
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x
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5. 試解下列各微分方程
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(1) 0[ 
y

 (8])( 

dx

d
xeyee yyyx %) 

 (2) 0124)62( 2  xy
dx

dy
xey y  (8%)  

xxy
dx

x 4cos2   (8%) 
dy 3  (3) 

 

  (1) 0][ )( 

dx
xeyee   

dyyyyx

                             

0 ydxxdydxex  

0)(  xyddxex                               

0)(   xyddxex  

cxyex                                

xe
xx

c
y

1
                               

 

0124)62( 2  xy
dx

dy
xey y  (2)   

0)124()62( 2  dxxydyxey y  

   0)2(64)2(  ydxxdyxdxdyey y  

   0)(
1

 64)2( 2  yxd
x

xdxdyey y  

    0)(64)2( 2   yxddxdyey y  

   c

 

yxxey y  22 64  



xxy
dx

x 2 
dy

4cos3    (3) 

xxyy 4cos
2 2     
x

  一階線性 ODE 

     積分因子為 
2

2
)( 1

x
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dx
x
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
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xy
x
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32
       同乘積分因子可得 
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xdx
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cxy
x

 4sin
4
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22 4sin
4

1
cxxxy   
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