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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2015 工程數學(一) 第二次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 已知 x 、 1x 與 xex  為下述線性微分方程的 3 個解 

          )()()()()()( xfxyxbxyxaxy   

  (1) 試求 )(xa 、 )(xb 與 )(xf 為何? (9%) 

  (2) 試求此微分方程之通解。 (6%)  

 

2. 試求下述微分方程之通解  

  (1) xxyyy cossin352   (10%) 

  (2) 122)14()1(  xyyxyxx 。 (10%) 

 

3. 已知一微分方程式 223 873 xyyxyxyx               

  (1) 試求此微分方程的補解 ?)( xyh  (7%) 

  (2) 以變數變換，令 xt ln ，則 )()( tYxy  ，試求轉換後以 )(tY 表示的微分方 

     程式。 (7%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (6%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (6%) 

  (5) 試將 )(tY 轉換回 )(xy 。 (4%) 

 

4. 給一微分方程 tFtyty  cos)()( 2  ，其中 F 為常數且    

(1) 試求此微分方程之補解 ?)( tyh  (6%) 

(2) 試求 Wronskian，即 ?),( 21 yyW  (4%) 

  (3) 試求微分方程之通解 ?)( ty  (5%) 

  (4) 若給初始條件 0)0( y 與 0)0( y ，則 ?)( ty  (5%) 

  (5) 當   時，則 ?)(lim 


ty


 (5%) 

 

5. 已知微分方程式 0)1(  yyxyx   

   (1) 試以 xey 1 求一補解。 (3%)  

   (2) 試求另一補解。 (7%) 
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參考解答:  

1. 已知 x、 1x 與 xex  為下述線性微分方程的 3 個解 
          )()()()()()( xfxyxbxyxaxy   

  (1) 試求 )(xa 、 )(xb 與 )(xf 為何? (9%) 

  (2) 試求此微分方程之通解。 (6%) 

 

1. (1)  x、 1x 與 xex  為微分方程的 3 個解 

      分別將 xy  、 1x 、 xex  代入 ODE 可得  

        fbxa 0  ……(1) 

        fxba  )1(0  ……(2) 

        fexbeae xxx   )()1(  ……(3) 

        由(2)-(1)可得 0b  代回 (1) 可知 fa   代入 (3)  

        可得 1 fa  

        所以可知此微分方程為 1)()(  xyxy         

 

   (2) 此為常係數 ODE 

       令 xey   代入 ODE 可得 

         02     1or0    

                    x
h eccy  23  

       使用參數變異法來求其特解 

       令其特解 x
p euuxy  21)( 代回 ODE 後可得       
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2. 試求下述微分方程之通解  

  (1) xxyyy cossin352   (10%) 

  (2) 122)14()1(  xyyxyxx 。 (10%) 

 

  (1) 求補解 

      此為常係數 ODE 

      令 xey   代入 ODE 可得 

        0)52( 2  xe  

      0522    

      i21
2

51422 2




   

       )2sin2cos( 21 xcxcey x
h    

     由待定係數法求特解，令 xBxAyp sincos   代入 ODE 可得 

     xxxBxAxBxAxBxA cossin3)sincos(5)cossin(2)sincos(   

xxxBAxBA cossin3sin)42(cos)24(   

       124  BA  

       342  BA  
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  (2)  122)14()1(  xyyxyxx  

      令 )1(2  xxa , 141  xa , 20 a  

  由判斷式: 0242012  aaa  可知此為正合式 

      ])()([2)14()1( 01 yxbyxb
dx

d
yyxyxx     

   yyxyxxyxbxbxbyxb 2)14()1()()]()([)( 0011    

    )1(1  xxb , xxxxbb 21412)14(10   

    12]2)1([2)14()1(  xxyyxx
dx

d
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同乘積分因子: 2
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3. 已知一微分方程式 223 873 xyyxyxyx               

   (1) 試求此微分方程的補解 ?)( xyh  (7%) 

   (2) 以變數變換，令 xt ln ，則 )()( tYxy  ，試求轉換後以 )(tY 表示的微分方 

      程式。 (7%) 

   (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (6%)                

   (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (6%) 

   (5) 試將 )(tY 轉換回 )(xy 。 (4%) 

 

   (1) 此為尤拉微分方程式，所以令 mxy   代入 ODE 可得 

      087)1(3)2)(1(  mmmm xmxxmmxmmm  

   0873323 223  mmmmmm  

   08126 23  mmm  

   0)2( 3  m  

   2,2,2 m  (三重根) 

    22
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1 )(lnln xxcxxcxcyh   

   (2) 令 xt ln  tex   

       )()()( tYeyxy t   
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      將 )(xy 、 )(xy  與 )(xy  代回 ODE 可得 
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  (3)  此為常係數 ODE 

       令 xey   代入 ODE 可得 

         0)8126( 23  xe  

       08126 23    
       2,2,2   (三重根) 

        22
3

2
2

2
1 tectececY ttt

h   

  (4) 由待定係數法，令 32 teAY t
P   

      )32( 2232 teteAY tt
P   

        )6124( 22232 teteteAY ttt
P   

        )636368( 222232 tttt
P eteteteAY   

        代回 ODE 可得 
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  (5) 3222
3

2
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1
)()()( tetectecectYtYtY tttt

ph   

     3222
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6

1
)(lnln)( xxxxcxxcxcxy   

 

4. 給一微分方程 tFtyty  cos)()( 2  ，其中、 、 F 為常數且    

(1) 試求此微分方程之補解 ?)( tyh  (6%) 

(2) 試求 Wronskian，即 ?),( 21 yyW  (4%) 

  (3) 試求微分方程之通解 ?)( ty  (5%) 

  (4) 若給初始條件 0)0( y 與 0)0( y ，則 ?)( ty  (5%) 

  (5) 當   時，則 ?)(lim 


ty


 (5%) 

 

 (1) )cos()()( 2 tFtyty    

     令 tey   0)( 22  te   i   

       tctcyh  sincos 21   
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  (2) 令 ty cos1  , ty sin2   

      
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
tt

tt
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W
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21

21  

(3) 使用待定係數法來求其特解 

      令 tBtAy p  sincos   

         tBtAy p  cossin   

         tBtAy p  sincos 22    代回 ODE 後可得 

         tFtAtAtBtA  cos)sincos(sincos 222   

       tFtBtA  cossin)(cos)( 2222   
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5. 已知微分方程式 0)1(2  xyyxxyx   

   (1) 試以 xey 1 求出一補解。 (3%)  

   (2) 試求另一補解。 (7%) 

 

(1) 0)1(2  xyyxxyx   

   令 xey 1  代入 ODE 可得 

   0])1([ 22  xexxxx    0)1(22  xxxx   

                             0)1()( 22  xx   

                             0)1()1( 2  xx   

   所以可知 1  滿足上式  

   故可得一補解為 xey 1  
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    (2) 令另一補解 xvey 2  xx veevy  2  

                           xxx veevevy  22   

       代入 ODE: 0)1(2  xyyxxyx   

       可得 0))(1()2(2  xxxxxx vxeveevxxveevevx  

          0)( 22  vxvxvxex  

       令 vz   0
1




 z
x

x
z  dx

x

x
dz

z




11
 

                               


 dx
x

x
dz

z

11
 

                               1lnlnln cxxz   

                               x
xc

z





1

ln  

                               xexcz  1  

                               xexcv  1  

                               21 cdxexcv x     

                               21 )1( cexcv x    

        xxx ecxcecxcvey 23212 )1()1(   

        另一補解為 )1( x , 且 xecxcy  21 )1(  

 


