
 
Filename: EMI-2015-mid01s.doc ~ by Y. T. Lee                            November 02, 2015 

國立臺灣海洋大學河海工程學系 2015 工程數學(一) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 已知微分方程式為 
xyx

y
y


 ，試求:在點 )2,2( 的切線斜率。 (5%) 

 

2. 已知 02)12( 22  dyeydxeye xxx  為一正合微分方程，且、 均為常數 

   (a) 試求常數 、  之值。(8%) 

   (b) 求解此一正合微分方程式。(5%) 

 

3. 已知微分方程式為 
y

yyx
1

  

   (1) 此微分方程式為線性或非線性? (5%) 並以一階線性法求解。(8%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，使用變數變換法轉成線性，再求解)   

   (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (5%) 並以正合法求解。(8%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

   (3) 試以分離變數法求解。(8%) 

 

4. 已知 Clairaut 微分方程式為 012  yyyx ，試求此微分方程式的通解

(general solution)與奇解(singular solution)。 (10%) 

 

5. 已知 Riccati 微分方程式為 
2

2 1

xx

y
yy    

  (1) 先以觀察法得一特解 S 。 (令 mxS  )  (3%) 

  (2) 再由變數變換( SWy  )將上述 ODE 轉換為以 W 表示之微分方程。 (4%) 

     請問:轉換後為何種類型微分方程式。 (2%) 

  (3) 試求 ?W  並寫出最後解的表示式( SWy  )。 (8%) 

 

6. 試解下列各微分方程 

(1) y
x

y
yx 

2

 (7%) 

  (2) xyy 3sin3   (7%) 

  (3) yyx tan2)1( 2  , 
6

)3(


y  (7%) 
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參考解答:  

 

1. 已知微分方程式為 
xyx

y
y


 ，試求:在點 )2,2( 的切線斜率。 (5%) 

   在點 )2,2( 時切線斜率為 
2

1

222

2



y  

 

2. 已知 02)12( 22  dyeydxeye xxx  為一正合微分方程，且、 均為常數 

   (a) 試求常數 、  之值。(8%) 

   (b) 求解此一正合微分方程式。(5%) 

    令 )12( 2   xx eyeM    xey
y

M )1(34 



   

       xeyN 22     xey
x

N 24 



  

     此為正合微分方程式 

     
x

N

y

M








 即 1 , 3  

    故此微分方程式為 02)2( 2322   dyeydxeey xxx  

    又 )2( 22 xx eey
x

M 



 
  )(22 yfeey xx    

       xey
y

N 232 






   )(22 xgey x    

    比較係數後可得 xx eeyyx   22),(  

    其解為 cyx ),(   ceey xx   22  

 

3. 已知微分方程式為 
y

yyx
1

  

   (1) 此微分方程式為線性或非線性? (5%) 並以一階線性法求解。(8%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，使用變數變換法轉成線性，再求解)   

   (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (5%) 並以正合法求解。(8%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

   (3) 試以分離變數法求解。(8%) 

    

   (1) 
y

yyx
1

   12  yyxy  

      因為有 yy 與 2y 項存在，所以此為非線性 ODE。 
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     令 2yu   
dx

dy
y

dx

du
2  代回 ODE 可得 

     1
2

1
 u

dx

du
x   

x
u

xdx

du 22
         此為一階線性 ODE 

      積分因子 2
2

xe
dx

x   

     將 ODE 同乘積分因子後可得 xxu
dx

du
x 222   

                             xux
dx

d
2)( 2   

                               dxxuxd 2)( 2  

                             cxux  22  

                             cxyx  222  

 

   (2) 
y

yyx
1

  0)1( 2  dyxydxy   (化為標準型) 

      12  yM    y
y

M
2




  

      xyN    y
x

N





  

       判別式 
x

N

y

M








 

       此為非正合 ODE 

      由 
xxy

yy

x

N

y

M

N

12
)(

1












 可知積分因子為 x 函數 

      即 dx
x

N

y

M

N
d )(

11











   dx
x

d
11 


 

                               xlnln    

                               x   

      將 ODE 同乘積分因子後可得 0)( 22  dyyxdxxxy  

       此為正合微分方程式 

       xxy
x

M 



 2
   )(

2

1

2

1 222 yfxyx   

         yx
y

N 2






   )(
2

1 22 xgyx   

      比較係數後可得 222

2

1

2

1
),( xyxyx   

      其解為 cyx ),(   cxyx  222

2

1

2

1
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   (3) 
y

yyx
1

   
y

y

dx

dy
x

12 
  

                   dx
x

dy
y

y 1

12 


  

                    


 dx
x

dy
y

y 1

12  

                   1
2 ln1ln

2

1
cxy   

                   1
2 2ln21ln cxy   

                   12222 cexyx      cxyx  222  

 

4. 已知 Clairaut 微分方程式為 012  yyyx ，試求此微分方程式的通解

(general solution)與奇解(singular solution)。 (10%) 

 

   012  yyyx   
y

yxy



1
 

   令 yu   代回 ODE 可得 
u

xuy
1

  

   同時將兩邊對 x 微分: 
2u

u
uxuy


  

2u

u
uxuu


  

                                      0)
1

( 2 
u

xu  

                                      0 u  或 
x

u
12   

   當 0u   cu   
c

xcy
1

  (通解) 

   當 
x

u
12   12  xuuy  2 uy  422  yu  xy 42   (奇解) 

 

5. 已知 Riccati 微分方程式為 
2

2 1

xx

y
yy    

  (1) 先以觀察法得一特解 S 。 (令 mxS  ) (3%) 

  (2) 再由變數變換( SWy  )將上述ODE轉換為以W表示之微分方程。 (4%) 

     請問:轉換後為何種類型微分方程式。 (2%) 

  (3) 試求 ?W  並寫出最後解的表示式( SWy  )。 (8%) 

 

  (1) 令 mxSy   代入 ODE 可得 2121   xxxmx mmm  

      可得 1m  即 
x

S
1
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  (2) 令 
x

WSWy
1

  代入 ODE 可得  

     
2

2
2

1
)

1
(

1
)

1
()

1
(

xx
W

xx
W

x
W   

   
222

2
2

111121

xx
W

xx
W

x
W

x
W   

   21
WW

x
W   

    可知此為 Bernoulli ODE 

 

  (3) 21
WW

x
W    1

1 12   W
x

WW  

     令 1Wu  WWu  2  代回 ODE 可得  

     1
1

 u
x

u         此為一階線性 ODE 

      積分因子 
x

e
dx

x 11




  

     將 ODE 同乘積分因子後可得 
x

u
x

u
x

111
2    

x
u

xdx

d 1
)

1
(   

                                               dx
x

u
x

d
1

)
1

(  

                                             cxu
x

 ln
1

 

                                             cxxxu  ln  

                                            
cxxx

W



ln

1
 

      )
ln

1
1(

11

ln

1

cxxxcxxx
SWy





  

 

6. 試解下列各微分方程 

(1) y
x

y
yx 

2

 (7%) 

  (2) xyy 3sin3   (7%) 

  (3) yyx tan2)1( 2  , 
6

)3(


y  (7%) 

 

  (1) y
x

y
yx 

2

  
x

y

x

y
y 

2

2

        齊次型 ODE  
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     令 
x

y
u    uxy    ux

dx

du

dx

dy
  代回 ODE 

     uuux
dx

du
 2  2ux

dx

du
   dx

x
du

u

11
2   

                                    dx
x

du
u

11
2

 

                                  cx
u

 ln
1

 

                                  cx
y

x
 ln  

 

  (2) xyy 3sin3          此為一階線性 ODE 

      積分因子 xdx
ee 33

  

     將 ODE 同乘積分因子後可得 xeyeye xxx 3sin3 333   

                             xeye
dx

d xx 3sin)( 33   

                             dxxeyed xx 3sin)( 33   

                               dxxeyed xx 3sin)( 33  

                             cxxeye xx  )3cos3(sin
6

1 33  

                             xcexxy 3)3cos3(sin
6

1   

                             

  (3) yyx tan2)1( 2    dx
x

dy
y

y

1

2

sin

cos
2 

  

                        
 dx

x
dy

y

y

1

2

sin

cos
2  

                        



 dx

xx
yd

y
)

1

1

1

1
()(sin

sin

1
 

                       cxxy ln1ln1lnsinln   

                       
1

1
sin





x

x
cy  

      又 
6

)3(


y   
13

13

6
sin




 c


  1 c  

       
1

1
sin





x

x
y  


